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Sia  l.'* 

^^j  y)  —  «o^  -+"  na,  j?'"'^  H-  .  . .  -^-  ai,  y» 
una  fanzione  omogenea  a  due  indeterminate,  ed  a:, ,  x, ,  .- 
x„  té  n  radici  deircquazione  P(jr,  1)  =  0.  Sia  f  una  fin- 
zione qualùnque  delle  radici  a?.  ,  «^ ,  .  .  .  si  avrà  : 

*?-  --  *L  *?*  ^9      ^^'* 

da?,        da,  dx,       '  '  '        da«    Ax, 
e  : 

Z/,    Ma;,-  da^Z^^'^'d^  -^  -  .  .  -^  _2^  x,— . 
Ma  ponendo  : 

m 
si  ba  còme  é  noto  : 


da^ 
quindi  sosthuetldo  si  otterrà  : 


(6) 


1  df 

^~   »l.«   j"^ 


nella  quale  : 
ed  : 

«mi    ^"^  «4^      j        I       «Xf      2       •        •    •     •    "T        "^      /l    * 

Supponiamo  ora  che  f  sia  il  discriminante  della  funzione 
F,  cioè  sia  : 

si  ha  facilmente  : 


ed  in  conseguenza  : 


da;,      '^  P(x,) 


2//'  dar,  -  ''  2/,  '    F(x,)  • 

La  quantità  che  moltiplica  9  nel  secondo  membro  di  que- 
sta equazione  yicne  espressa  in  funzione  dei  coefficienti 
ao  j  a,  ...  9  applicando  a  questo  caso  una  formola  da  me 
pubblicata  nel  giornale  del  Sig.  Creile  (*).  Avremo  cosi  : 

?o  «o       Po^o       0 0 


jUs   'F'(x,) 


'y-'  7. 


qi  «I     Pi  «I    Po  «. 


0 


y/-a«/-a  Pi'i^i'2  Pi-^^i-l  •—  f  •«• 
?/-!«/-!  Pi^i^i'i  f/-2«/-a —-p;»! 


nella  quale  : 


Sf^  =  (n  —  r  ^  l)(n  —  r};i^. 


(')  Sur  deux  foronulet  relatives  k  la  théorie  etc.  Voi.  60. 


(7) 

Quindi  indicando  con  A/  il  determinante  del  secondo  mem- 
bro dell'equazione  superiore  si  otterrà  che  il  discriminante 
f  Aere  soddisfare  airequazioni  : 

Pi         da,    /),  da,  pn         àa„  a*. 

Se  in  questa  equazione  facciamo  t  ss  0,  1  »  2  osservando 
essere  : 

A^  =  0  ,     A|  =  n(n  —  ì)a^  ,     A,  s=  2n(n  —  l)aoai 
Si  ayranna  le  : 


^  dp         df 

dai              da. 

*9         n 
da» 

(2) 

doi       **"'  da. 

dp 
da« 

t/i'.  —  l».—  \\a  a-  1        .  1  ■■! «Il 

a. a.  —  ^n-— !2ìa  na  i-JL  -4- 

d9 
-^  naia/,  r^  =  2n(n — 1)  a,©, 
da» 

À  queste  tre  equazioni,  pel  caso  del  discriminantei  si  pos- 
sono ridurre  quelle  date  dal  Sig.  Gayley  come    caratteri- 
stiche di  un  inyariante  della  funzione  F« 
Pel  yalore  di  i/,^  si  hanno  facilmente  le  equazioni  : 

Pn  «/i  *i,r  -*-  f /i-i  «/i-i  K,f  -fr-  .  •  -  -»-  Po^„  *«*i,i»'  =  0  ec. 

per  cui  evidentemente  la  equazione  (1)  non  fornisce  che  n 
equazioni  indipendenti  fra  loro,  le  quali  si  ottengono  po- 
nendo nella  medesima  t  =0  ,  1,  2  ...  n*-l. 


(8) 
2.""  OsservUihO  ohe  tutti  i  coefficienti  dell'  equazione  ai 
quadrati  delle  differenze  soddisfano  a  due  equazioni  ana- 
loghe alle  prime  due  delle  (2).  Infatti  indichiamo  con  : 


la  equazione  ai  quadrati  delle  differenze  della  F{x^ 

e  con  Sp  la  somma  delle  potenze  erresime  delle  radici  di 

quella  equazione.  Sì  ottengono  facilmente  le  : 

Mi/i  dot/  ^Mf  t      d:t/ 

e  da  queste  le  : 

per  cui  lin  coefficiente  c^  qualunque  soddisferà    alle  due 
equazioni  : 


(3) 


dcr        ^ 
.  .  -^-  na^i.i         =11 

da« 

'  da,            ^  daa 

...-♦-  nan  j —  =  2rc^. 

aan 

La  seconda  di  queste  equazioni  mostra  che  ciascuno  dei 
coefficienti  e,  ,  e,  ....  è  una  funzione  omogenea  in  indici 
dei  coefficienti  a^ ,  a,  ...  ;  e  quindi  la  forma  di  essi  sarà 
determinata  allorquando  ne  sia  conosciuto  il  grado.  Ora  ye- 
desi  facilmente  che  Ci ,  c^  .  .  .  Ca-i  saranno  rispettivamente 
dei  gradi  2,  4,  6,  .  .  .  2(n— 1),  e  che  Cn  »  c„^t  ...  c^  sa- 
ranno tutti  del  grado  2(n— ^1).  Da  ciò  risulta  che  fra  quei 
coefficienti  non  ri  è  che  l'ultimo  il  quale  goda  dàlia  pro- 
prietà di  essere  invariante  della  F(x,  y).  Infatti  é  noto  che 
una  proprietà  caratteristica  di  un  invariante  è  che  essen- 
done p  il  grado ,  sia  il  medesimo  omogeneo  in  indice  del 


(9) 
grado  ^9  cioè  indicando  con  q  questo  indice  sia  : 

*       2  ■ 

Ora  se  considerasi  an  coefficiente  e^.^ ,  si  ha  p  =  2(n — V), 
q  ^  2(« — t) ,  e  quindi  1'  equazione  superiore  richiede  sia 
n  =  2  ;  e  se  si  considera  un  coefficiente  Ca^  si  ha  : 

p  — 2(n-l),  y  =  2(«-^-t•); 
quindi 

«(«  —  3)         .  »(«  — 1) 

t= 2-       '    *^  "-*■*' 2~"' 

Vale  a  dire  l'equazione  superiore  non  sarà  soddisfatta  che 
pel  coeflSciente  c^  . 

Conoscendosi  la  forma  di  un  coefficiente  qualunque  c^  la 
prima  dell'equazioni  (3)  servirà  a  determinare  in  parte  i  coef- 
ficienti numerici  di  essa  forma.  A  questo  scopo  alla  mede- 
sinui  (3)  possiamo  aggiungerne  molte  altre  facendo  uso  del 
metodo  per  la  calcolazione  delle  funzioni  simmetriche,  pub- 
blicato in  questi  Annali  nei  fascicoli  di  Agosto  —  Novem- 
bre 1854;  metodo  che  in  questo  caso  particolare  si  rende 
di  una  semplicissima  applicazione  come  ora  mostreremo. 
Rammentiamo  l'equazione  fondamentale  della  nota  citata  : 

Po      ^^t  Pi  ^^i  P«-r  dc/  ACi 

— €L^  -z 1 «i  ■  -*-..,  «H <»/»-r  j ^  ^  1 — 

Pr        <»«r  fr+i  da^,  pn  da»  W^ 

ed  osserviamo  che  potendosi  ^supporre  :         ' 

àci Aci    dS|         dc/    dSa  dc/    dS„ 

ASr         dS|    Aif.  dSa    ASr  dSm     Air 

si  ha  : 

_  de,  _        dS,  \^        ^  _^         _^  _L   4^ 

Ab^         ""  d«^  2      '*  d*^ 


•    •    •        ■ 

t 


(10) 
per  la  quale,  quella  equazione  si  trasforma  nella  seguente: 


(4) 


p       àc,        p,  àCi  p,,.^  àct 

Pf      óar     pr^i       da^^,  pa  aa/i 


/         dS,,      1  dS,  1    dSA 


3a  Jo 

I  valori  di  -r— -  «  i—-  .  •  •  •  si  trovano  facilmente  mediante 

la  nota  formola  che  dà  le  somme  delle  potenze  delle  radici 
dell'equazione  ai  quadrati  delle  differenze  in  funzione  delle 
somme  delle  potenze  delle  radici  della  proposta;  quindi  il 
secondo  membro  di  quest'ultima  equazione  si  potrà  consi- 
derare come  una  funzione  conosciuta  di  ai  ,  a,  ...  ;  e 
la  equazione  medesima  servirà  alla  determinazione  dei  coef- 
ficienti numerici.  Ponendo  p.  e.  nella  (4)  r  =  1  si  ha  la  : 

1      Ac,  2        ici  n — 1  ic,  Aci 

n      dai       n— 1     da,  2  da^.!  dan 

(5) 

dalla  quale  e  dalla  prima  delle  (3)  si  ponno  ottenere  or- 
dinatamente i  coefficienti  numerici  delle  e,  ,  e, .  .  .  .  Però 
nei  casi  particolari  converrà  sciegliere  per  r  i  valori  n , 
ti  —  1  ec.  giacché  questi  rendono  più  breve  la  calcolazione 
dei  secondi  membri. 

3.®  Gol  metodo  esposto  superiormente  vennero  calcolati 
alcuni  termini  dell'  equazione  ai  quadrati  delle  differenze 
della  F(x,  1)  =  0. 

Ricerca  del  valore  di  e,  .  Si  ha  : 

e,  =  Aa*,  -♦-  Ba^a,  . 
La  prima  delle  (3)  dà  : 


(11) 

e  la  (5)  : 


n  n — 1  a  o 


quindi  : 

n'inai)  ,  ,  . 


«0 


Bicerca  del  valore  di  c^  .  Si  ha  : 

Ca  =  Aa^i  -f-  Ba©  a'i  a,  -♦-  Ca\  a,as  -♦-  Da%  a*,  -+-Ea'o  a4. 

Dalla  prima  delle  (3)  si  ottiene  : 

2A-i-B  =  0,    2B-*-4D-f- 3C=0,    C-t-4E  =  0 
e  la  (5)  dà  : 

2  1  1 

— B  -+-  -i-  D-t-  -^  C  =  n"(n-l)(2n  -  3)  -^ 
n  H— 1  n-2  ^         '^  'a^* 

14  1 

-C  -4 — 1^E=  ii(ii-  l)(«-2)  -j- 
n  li— 3  ^  a* 


per  le  quali  : 

n>-l)(n-2)r  , 


^^^  2 


_ In  (a^a^  —a  ,) 

—3  "I 

—  a\{a^a^  —  ia.a^  -^  3a%)J  . 


Analogamente  si  ottengono  i  valori  di  Cj ,  c^  .  .  .  ;  ed  in- 
dicando con  I^.«  Tinvariante  di  grado  r  d'una  funzione  omo- 
genea a  due  indeterminate  di  grado  5*"**;  ossia  ponendo  : 

la,,  —  aotta  —  a*i  ,     Ia,4  =»  a^a,  —  4aia3  -+-  3a'a  , 

Ia,6  =  «oOe  —  6a,a5  -f- 150^04  —  lOa'3  ec. 

I3.4  =  «o«a«4  -^  2a,a,aj  —  a^a'a  ^  a',  a^  —  a\  ec. 


(12) 
si  hanno  le  : 


.    _  nVn-l)(n-2)  r  _— 3    ,   ,    1 


[«♦  I'... 


«4  = 


__  n*{n  —  l)(n  —  2)(n—  3) 
2.  3.  a« 


w       /«      ^irv  a  ,  (n— 4)(n— 5)  .    ,    1 

_  ft'(n-l)(«-2)(»»-3)(n-4)r_.  ,5 

2.  3.  4.  a»  L  •• 

»s  _  8n»  —  25n  -  30    ,  ,,      , 
-~* (n  -  3)(n  -  4)         '*'■''•'  ''•*     . 

o  .  7«'-40i»H-57    , 
-  2»'   (,  ^  3)(n  -  4)     "  •  '"•'  ''•* 

1     ,  n»  --  7n*  -4-  3n  -^- 15    .   „ 

-"12" ;rr4 "*•*'.•♦ 

■*"  3:^8  («-5)(n-6K»-7)«6,  l,.»] 
nella  quale  la  X  è  la  seguente  forma  del  terzo  grado  : 

X  =ao  a,  a^  -♦-  Sa^  a^  a^  —  ai  aj  04  —  Sa©  «3  «5 
—  a*|  «6  —  3a*a  «4  -<-  2aa  a*3  -f-  2a„  a%.  * 
4.°  Aggiungiamo  una  osservazione  che  può  tornar  utile 


(13) 
neirapplicazione  del  metodo  sucitato  alla  calcolaiione  dcUe 
fanzioni  simmetriche.  Ponendo   per   brevità  p^  ar  =  ^r-  si 
ha,  indicando  con  (p  una  funzione  qualsiasi,  la  relazione  : 

^^^^      ^^      , ^^      *L-4.r^  =  0 

*  àa^        *    da^,  ""^  d««         ds^ 

Rammentando  il  metodo  con  cui  venne  trovata  questa  iof'^ 

de 
mpia  ,  comprendesi  facilmente  che  per  -—  devesi  intende- 

dif, 

re  la  derivata  totale  di  (fi  rispettOtad  #^;  cioè  siccome  for- 
mando il  valore  di  ^  colle  somme  delle  potenze,  potrebbe 
questo  valore  contenere  Sn^t  9  ^it+a  •  •  •  •  mentre  nella  ri- 
cerca deir  equazione  superiore  si  è  supposto  ^  fionzione 
delle  sole  ii ,  #a  •  .  .  «/t  ;  si  dovrà  nel  valore  medesimo  so- 
stituire per  #/i^i ,  #j9^a  .  .  .  i  loro  valori  formati  colle  Si  , 
«2 ...  Su  ,  e  quindi  formarne  la  derivata  totale  rispetto  ad 
8r  .  Questa  sostituzione,  la  quale  renderebbe  il  metodo  pro- 
Usto,  si  può  ovviare  osservando  che  per  la  medesima  ri- 
sulterebbe : 

i^  /^^  ^^        d5^a,t  d(p        d^it-H/ , 

d*,.        \d#^/        difi+i       i^r  '    '  d«/i47        d*^ 

essendo  (j— 1  la  derivata  parziale  di  ^  rispetto  ad   ir  ed 

«l|^.;  la  somma  delle  radici  di  indice  maggiore  fra  quelle 
che  compongono  il  valore  di  tp;  e  quindi  eflettivamente  ab- 
bisognane soltanto  i  valori  di  ■/''*''  ,  -t-^  ....  for- 
mati coi  coeflScienti  «i  9  «a  9  •  •  •  Ora  : 


^in^i  .  .V    V^        t-M-i  dx, 

'  ,  ■     =  (n  -f- 1)    >      X  7— 


ma  : 


quindi  posto  : 


(14) 


■       +r(«)  =  «0^  -*-  «la?-'  -4-  ...  -I-  U^^  x"- 


si  ha  : 


Ai 


'n^t  _^  n-4-t  ^  g^^-'  <p^(a?^) 


essendo  6»  =:  n  -h-  t  —  r.  Quindi  : 


(6) 


d« 


n+i 


d«r 


=(-!)' 


n-t-t 


«.    «. 

0 

....  0 

«I    «I 

• 

....  0 

Oln-r  ^a-r 

Otii-r-l 

....  0 

0     a«-^, 

C^n^r 

....  0 

0     a»., 

0^«-a 

••••     Cto 

0      a. 

0^1-1 

•  •••    flC| 

nella  quale  devesi  porre  Un-t^i  =  ^n^%  = .  .  .   .  =:  0.  Po- 
nendo : 


H,  = 


a,    a^      0      ....  0 


«1    «1 


....  0 


,    H=l 


Syiluppando  il  determinante  della  (6)  si  ottiene  la  espres- 
sione più  semplice  : 

d..  -"tL""  ì:"^"""?:"^  — 


«n  J 


Abbiamo  xosì  p.  e. 


(15) 


=  (-1)'  (nn-.)  4-  H,..  , 


àsn  a 


per  CUI  : 


d»a  2    L     «o  «  o       J 

le  quali  si  ponna  verificare  direttamente. 

Ottobre  1855. 


a=» 


SULLE   FUNZIONI   OMOGENEE   DI   TERZO  GRADO 
k  DUE   INDETERMINATE. 

NOTA 
DEL  Sl«.  PROV.  FRANCESCO  BRIOSCHI 


Considero  la  forma  cubica  : 

f(x^  y)  =  a^  a?5  -f-  3a,  a?*y  -^-  Sa,  a?y'  -4-  a^y*^ . 
Indico  con  9  il  discriminante  di  essa  ;  cioè  : 
(f  =  3a*,  a%  —  \a^  a^  —  4a^,  aa  -^-  6a^  a»  a,  03  —  a%  a% 
e  posto 

^2"  57/^""^- ¥  cki'  ~^««-  Y  d^'^o-Yd^a 
formo  il  covariante  di  terzo  grado  della  "/(a?,  y)  ossia  : 

F(a:,  y)'  =  «^  a:^  -h-  3a,  ar'y  -f-  Sa^  xy*  -♦-  aa  y'  . 
Fra  il  discriminante  9  della    forma  y*  ed   il  discriminante 


(16) 
fjt  della  F  ha  luogo  la  nota  relazione  dell'Eisenstein  : 

essa  però  non  è  che  conseguenza  delle  tre  relazioni  se- 
guenti : 

«%  —  «,«3  »  p(«*a  —  ««aa)  ; 

dalla  considerazione  delle  qiiali  si  deducono  alcune  pro- 
prietà che  Teniamo  ad  esporre  in  questa  Nota. 

Sieno  0?!  y  X2  9  x^  le  radici  della  equazione  y][a;,  1)=0  , 
^^  yi  9  y%ì  y3  quelle  della  V(xj  1)  =0.  Pongansi  per  bre- 
vità le  seguenti  denominazioni  : 

A|  =s  a',  —  «o  *a  >  A,  =  ttotts  —  dja,  ,  A3  =a*,  — «las 
A'  =  ot\  «^  «o  ««  »  A"  =  «o«3  —  «i«i  ?  A'"ssa*,  —  «iflcs 
e  le  : 

Z|  =  (x, — ^^3)*  ,        l^  =  (a?3— a?i)* ,  /a  =  (xi — x^y  , 

r 

n,  ^aPa — a?3)  Vi  ,     ita  =  (x^^Xi^X*^  ,      n3=(a?i — a?a)*X*3 

assumendo  le  lettere  X^  fi,  v  coi  rispettivi  accenti  per  in- 
dicare le  analoghe  quantità  formate  colle  y,  ,  ya»  ya  •  In- 
comincio dal  considerare  il  gruppo  di  equazioni  : 

Ii  -«-  la  -4-  I3  =  -j-  A,  ,    Xi  -f-  Xa  -^  X3  =  -3-  A' 

«•  «  • 

81  81 

(2)       IJ^  ^  h  h  -^hh  =  ^A%  ,  X.X,  -^X^,-^X,Xi^  —A" 

27  '^   ,    >        27   , 

e  dal  formare  mediante  queste  1«  due  : 


(17) 
•     J^ar3  ^  34^^:»  ^  3i^^  ^  éj  =  0 

/3o^^  -*-  3^ , x^  -^  3^3  ,rr  -^  ^  =  0 

di  cui  le  radici  sieno  le  2,  ,  Z^  ,  {3  ;  Xi  ,  X^  y  X3  .  Indican- 
do con  61,82,83!  binomj  : 

e  con  8',  8",  8'''  gli  analoghi  binomj  formati  colle  /S^  ,  jSi... 
si  ottengono  le  : 

9  27 

B.=,-A'.,     B.  =  -(6A3.-«», 


81 


83=  -j-  A.(9A',  -  2a%9) 


B'=  ^  A"  ,     B"  =  -  (6A'3  -  u\^) , 


B"'  =  3-  A'(9A'»  -  2«\^) 


e  quindi  : 


.a 


4B.Bj  -  B%  =  4t;  <*A'r  -  a*„f)9  , 


«. 


4B'B"'  -  B"  =  ^  (4A'3  _  c^M  ; 


ed  osservando  essere  : 

4 A3,  -  a\<p  =  cc\  ,    4A'3  -  x'ji>  =,a\ti4 
si  banno  per  le  (1)  le  due  relazioni  : 

a^o  9*  8,  =  «4^  8' 

«0^*  ?^(4B,  83  -  8%)  =  a,'^  (48'B"'  —  8"^) 
Dalle  quali  si  deducono  le  : 
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(  «  ). 

(3)  A  ?'(Ì3-M'*=a<.(X3 ->.)*» 

Considero  in  secondo  luogo  il  grappo  di  equazioni  : 

9  9 

w, -^.ma-f-m3  =  -^  A, ,    |x, -K  juia -♦- //o  =  T- A" 

27 

m,  ma  H-  ma  m»  -h-  Wa  wij  =  —  (A*,  —  A^Aj)  , 

(4) 

27 

f^.  IX,  -•-  f*3  f^.  -^  Ma  M3  =  -r  (A"'  -  A'A"')   ,   ' 

27  27 

m,  m,  ma  =  —  ^  astp  ,    fx,  /i^  1x3  = g-a  ^  . 


«^ 


o 


Gol  mezzo  di  queste  formo  le  due  equazioni  : 
c„  x^  -f-  3c,  a:'  -+-  3c,  »  -I-  cj  =  0  , 

Yo^^  -*-  3yi  a:'  -4-  37,  ir  -^-  73  =  0 
di  cui  le  radici  sono 

m, ,  m^  »  1113  5    fAi  >  Mi  »  ftj  ? 
e  fatto  : 

C,  =  c^  —  c^c,  ,    C  =  7»,  —  7^  ec. 
si  ottengono  le  : 

C,=  —  A,A3  , 

o 

27 
4C.C3-C\  =  — j-(A'.A'3  -2a.a,A,A.A3  -  «'.«%?)? 

O 

C'ssr  4-  A'A'" , 

«*. 

— a 

^C'-C'^  -^(A"A""-2«,«,A'A"A"'  -«»,«%^)^ 


(19) 
le  quali  per  le  (1)  e  per  la  : 

danno  le  : 

e  qnindi 

(5)        a«y(m3  —  m.)*  =  a4^(fi3  —  fXf)\ 
Considerando  da  nltimo  le  equazioni  : 

18  :  18 


«2  -+-  nj  P»  ^  Al  ,     K  -H-  w,  -4-  ift  sa  ^  A'" 

«  o  «  o 

81  . .  81 


(6)  n.n^-^^^ni-t-n^ns  «^A'3 ,  hh.-h^3  Vi-hv^Hj  =  ^A"" 

«,  n,  n3  =  ^03}),     V,  v,y3x=— «3^  ^ 

•  •  • 

e  formando  le  equazioni  : 

doo^  -H-  3d,a;*  -^-  3d,x  h-  d,  =  0 

J.af3  -H-  Z^y  -+-  34,aJ  -•-  J3  =  0 
aventi  per  radiei  ti  >  m,  ,  113  ;  v,  ,  «^ ,  Vi  ;  latto 

D,  =  é\  —  d,d, ,    D'  =  i\  —  a.$a  «e. 

oaaenrando  alle  (1)  ed  alla  : 

4A*3  —  «'3  =  a'sf 
si  hanno  ie  : 

per  le  quali  : 


(20) 

(7)  «4.  9'(«j  -  «.)"  =  «4.(»j  -  V.)'  , 

«*.  ?*(«!  —  »a)*  =  a<.(v.  —  y.)"  • 

Le  equazioni  (3),  (5),  (7)  ;  avendo  riguardo  ai  gruppi  (2), 
(4),  (6)  danno  origine  alle  : 

«\<Ph  =  y-  (-  >.  -^2X,  ^  2X3)  , 

et' 
a\  9  m,  =  ^  (—  /x,  -4-  2/t,-4-  2fi3) , 

«%  ?  «1  =  -3^  (—  K  -H-  2tf,  -+-  2v.i)  , 
«".?»«,  =  Y'(2X,- X,-*- 2X3), 

a* 

a' 

«%  9  «a  =  -y  (2v.  —  ife -.- 2V3)  , 

a' 

Per  mezzo  di  qaeste  relazioni  dimostrasi  facilmente  un  teo- 
rema enunciato  recentemente  dal  Sig.  Hermite  nel  Qaar^ 
terly  Journal;  cioè  che  le  due  forme  quadratiche  : 

g  =  «%  Il  {^2  —  ^.5)'(a?  —  XiVY  -»-  M^3  —  a?,)'*(a?— «ay)* 

G  =  «%  l^  (y^  -  y O'i^  —  y«y)'  -^  f^iya  -  y.)'(^— y»  y)' 

-^  %!  —  y2)'(-^  —  y3y)'] 


.(  21  ) 
nelle  quali  l^  m^  n  }  X,  |ut,  v  sono  costanti  arbitrarie  ;  go- 
dono della  singolare  proprietà  di  essere  : 


aasumendo  e 


.  2 

A  =  —  Z-+-  ---(Z-4-m-+-n) 

o 

V  =  —  n  -4-  —  (t  -H-  m  -4-  n). 

o 


Ottobre  1855. 


M  É  M  0  I  R  E 

SUli  LE  MOUVEMENT  DE  LA  TERRE  ÀUTOUR  DE  SON  GENTRE 

DE    GRAVITE. 

PAR  LE  p.  m,  njhUEN  m.  jr. 


La  tbéorie  da  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  cen- 
tre  de  gravite  a  été  considérée  jnsqu'  ici  comme  un  des 
points  les  plus  difficiles  de  la  mécanique  celeste.  Derniè- 
rement  M.  Poinsot  a  montrè  comment  la  métbode  des  cou- 
ples  conduit,  par  une  voìe  sitnple  et  lumineuse,  à  des  for-* 
mules  qui  représentent  le  mouvement  de  l'axe  terrestre 
d'une  manière  approchée^  quant  à  ses  traits  les  plus  appa- 
rents;  mais  l'analyse  diflBcile  de  Laplace  est  restée  la  voie 
la  plus  simple  pour  arrìver  aux  formules  qui  représentent 
le  pbénoméne  dans  tous  les  détails  que  Tobservation  peut 
saisir. 

Le  prohlème  de  la  détermination  exacte  du  mouvement 
de  la  Terre  autour  de  son  centre  prenant  de  jour  en  jour 
plus  d'intéret  à  mcsure  que   l'astronomie  stellaìre  se  deve- 


(32). 
loppe,  il  in*a  para  utile  ée  chercber  une  solution  pl^s  sim-» 
pie  que  celles  qui  ont  étè  dcmnées  jusqu'  ici.  La  méthode 
des  couples  m'a  fournì  cette  solution  :  sans  avoìr  recours 
à  d*autre  tfaéorème  que  celui  de  la  composition  dea  cou^ 
ples  suivant  la  loi  du  parallélogramme,  j'  arrive  ,  par  des 
calcuis  très  simples ,  non  seulement  aux  formulcs  de  La- 
place,  mais  aussi  aux  formules  plus  complètes  données  par 
Bessely  dont  les  aslronomes  se  servent  actuellement  dans  les 
recherches  qui  exigent  la  plus  grande  précision. 

I. 

Je  reprends  la  question  dès  le  principe. 

Dans  le  calcul  du  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son 
centre  de  gravite,  on  paut  sans  erreur  appréciable,  consi- 
dérer  les  naasses  du  Soleil  et  de  la  Lune  comme  réunies  à 
leurs  centres  de  gravite  respectifs,  On  est  dono  conduit  à 
calculer  les  moments  de  V  attraction  exercée  sur  la  Terre 
par  un  point  matérìei  fort  èloigné,  autovr  des  axes  prìn- 
cipaux  d'  inertie  qui  se  coupent  au  centre  de  gravite  du 
corps  attiré.  * 

Dans  toute  la  suite  des  calcuis  nous  regarderons  eomme 
positives  les  rotations  qui  s'effectuent  de  droite  à  gauche, 
suivant  Tusage  des  astronomes;  nous  étendroi»  cette  con- 
vention aux  anoments  des  forces  et  aux  moments  des  cou- 
ples. Nous  ne  forons  d'abord  aucune  hjrpothèse  sur  la  con- 
stitution  de  la  Terre. 


Soient  (Fig.  1.) 


OX,  OY,  OZ  trois  axes  coor* 
donnés»  dirigós  suivant  les  axes 
prìncipaux  d'iaertie  de  la  Terre 
relatifs  au  centre  de  gravite; 

^^y^^'  l^s  coordonnées  d'une 
molécule  de  la  Terre; 

dm'  la  masse  de  cette  molé- 
cule; 


(23) 
X,  y,  X  leg  coordonnées  du  poi»!  attiraste  lequel  est  tr^s 
éloìgaé  de  l'orìgine; 

r  U  distance  de  ce  point  au  cantre  de  gravite  de  ia 
Terre  ; 

/  la  distance  du  mème  point  à  la  raolécule  dm'  ; 

m  le  produit  de  la  masse  da  mAme  point  par  la  con- 
stante qui  mesure  Tattraction  de  l'unite  de  masse  sur  l'u- 
nite de  masse  h  l'unite  de  dbtance; 

X,  Y,  Z  les  composantes  de  1'  attraction  exercée  par  le 
point  aur  la  Terre,  dirigées  snivant  les  axes  OX,  OY,  OZ; 

L,  M ,  N  les  moments  de  cotte  attraction  autour  des  axes 
OX,  OY,  OZ. 

Noos  avons  d'abord 

X  =  mJ-^(Im',    Y  =  mJ^^dm', 


%  xm  Kjj  JL-p.  dm' , 

lea  intégralea  s'éiendant  à  toutes  les  raoléeules  de  la  Terre. 
Il  a'oBsuAt 

L  =»  Zy  —  Y«  w  »»y^  *»'  —  myf^dm'  ,^ 
M  =  X«  —  Zr  =  mxì -^  dm!  —  »»«  j  -ir-  ^^^^9 
N  =  Ya:  —  Xy  ««my  I  -^  dm'  —  mx  j  ^dm'  . 


Or 


*  j-fi-  (2  f  ^  ^2»-  »u  a  1  £  _  ^  -  e  -  ";')i:' 

r'^r^L        \rr         r  r  r  r       t^        r^        r'  f  A> 


!       « 


(  24  ) 
si  nous  déyeloppons  la  puissance  fracUonnaire  par  la  for- 
mule du  bìnòme,  et  que  nous  négligions  dans  ce  développc- 
ment  les  termes  qui  contiennent  les  secondes  puissaaces  des 

x'    v'    ^'  ,  ^     y 

rapports  très-petits  —,—,—,  vis-à-Yis  des  rapports  —  ,  —, 

z 

—  9  qui  sont  comparables  à  l'unite ,  il  reste 

Substìtuant  cette  valeur  dans  les  expressions  des  momenta 
L,  M,  Ny  et  nommant  A,  B,  G  les  moments  d'inertie  prin- 
cipaux  de  la  Terre  autour  des  axes  OX,  OY,  OZ,  il  yient 

^       3m(C— B)            ^,      3m(A-C)                    3m(B— A) 
L=— ^-5— yz,     U j3 zx,     N=— i^5 ^xy, 

II. 

Actuellement  ayons  égard  à  ce  que  V  obseryation  et  la 
théorie  nous  apprennent  sur  la  constitution  de  la  Terre. 

Le  centre  de  grayité  de  la  Terre  étant  suppose  fixe ,  le 
mouyement  da  globe  est  une  rotation  autour  d'un  axe  qui 
paratt  absolument  fixe  dans  ce  corps,  bien  qu'il  se  déplace 
d'une  manière  sensible  dans  l'espace.  De  plus,  la  forme  de 
la  Terre  diffère  peu  de  la  forme  sphérique;  et  rien  ne  porte 
à  croire  que  les  éléments  de  masse  situés  à  une  méme  di- 
stance  du  centre  aient  des  densités  fort  inégales.  Nous  pou- 
yons  donc  admettre  que  les  dilTérences  entre  les  moments 
d'inertie  principaux,  et,  par  suite,  les  moments  L  ,  M,  N 
sont  peu  considérables  yis-à-yis  de  la  masse  de  la  Terre.  Or, 
si  Taxe  de  rotation  de  la  Terre  était  réellement  fixe  dans 
ce  corps,  et  les  moments  L,  M,  N  tout-à-fait  nuls ,  V  axe 
de  rotation  serait  un  axe  principal  d'inertie,  sclon  la  pro- 
priété  caractéristique  dont  jouissent  les  axes  principaux 
d'inertie  d'étre  axes  permanents  de  rotation.  D'après  cela, 


(25)^ 
nons  pouYons  supposer,  sans  qu'il  en  résulte    ane  erreur 
sensible,  que  la  rotation  de  la  Terre  s'effectue  aatour  d'un 
axe  principal  d'inertie. 

La  figure,  de  la  Terre  est  celle  d'an  solide  de  revolution 
autour  de  son  axe  de  rotation,  et  tout  porte  à  croire  que 
les  deux  axes  prìncipaux  d^inertie  relatifs  au  centre  de 
gravite,  qui  sont  situès  dans  le  pian  de  l'équateur,  ont  des 
moments  égaux.  Nous  prendrons  l'équateur  pour  pian  XOY, 
et  nous  poserons 

B  =  A. 

L'apUtissement  de  la  Terre  vers  les  pòles  dous  cODduU  à 

sopposer  encore 

C>A. 

Àinsi  nous  avona 

3m(C-A)        ,                     3m(C  -  A) 
L= — yx,      M  = ^ XX  y    N  =  0. 

III. 

Dorénavant  nous  prendrons  Faxe  OX  constamment  dirige 
vers  l'équinoxe  de  printemps,  et  Taxe  OY  dirige  du  coté 
du  solstice  d'  été.  Ges  deux  axes  ne  cesseront  pias  d'  ètre 
axes  principaux  d'inertie  de  la  Terre. 

Nous  détenninerons  le  mouvement  par  la  métbode  de  la 
composition  des  couples.  Les  conples  L  et  M,  en  agissant 
pendant  l'instant  infiniment  petit  dt ,  communiquent  à  la 
Terre  deux  vitesses  de  rotation  infiniment  petites  ,  autour 
des  axes  OX  et  OY.  Les  quantités  de  mouvement  qui  nai»- 
sent  de  ces  vitesses  .de  rotation  ont  pour  moments,  autour 
des  mémes  axes,  les  produits  Ldt  et  Mdt;  car  les  moments 
des  forces  effectives  sont  égaux  aux  moments  des  forces 
appliquées. 

Ainsi,  les  quantités  de  mouvement  que  possedè  la  Terre 
à  la  fin  de  l'instant  dtj  considérées  comme  des  forces  ,  ot 
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transporlées  à  Torigine,  donnent  naissanee  à  trois  couplea 
aotour  des  trois  axes  0X>  OY,  OZ.  Lea  deux  premier»  cou- 
ples  ont  leurs  moments  égaux  à  Ldt^  ìldt;  le  iroisième  est 
le  couple  des  quantités  de  mouYemeat  qui  aoimaieat  la 
Terre  au  commencement  de  l'ioataiit  cousidéré.  Si  l'on  re^ 
présente  par  6  le  moment  de  ce  demier  couple  ,  et  que 
Ton  nomme  p  la  yitesse  de  rotation  de  la  Terre  autoar  de 

son  axe,  op  a 

G=pC. 

Ges  trois  couples  se  composent  en  un  seul.  Si  l'on  convieni 
de  représenter  chaqne  couple  par  une  droite  dirigée  sui- 
yant  Taxe  et  proportionnelle  au  moment,  le  couple  résul- 
tant  dont  il  s'agit  sera  représenté ,  en  grandeur  et  en  di- 
rection,  par  la  diagonale  du  parallélipipède  rectangle  con- 
struit  sur  les  axes  OX,  OY,  OZ  avec  des  longueurs  pro- 
portionnelles  à  Ldtj  ìldtj  6.  Les  deux»premières  arètes  du 
parallélipipède  étant  infiniment  petites  en  comparaison  de 
la  troisième,  la  diagonale  fera  un  angle  infiniment  petit  avec 
la  troisième  arète,  et,  par  suite,  elle  aura  mème  longueur. 
D*ailleurs  la  direction  de  la  diagonale  sera  celle  de  l'axe 
de  revolution  du  globe  terrestre  à  la  fin  de  V  iastant  dt , 
puisque  nous  admettons  que  la  rotaUon  de  la  Terre  a'ef- 
fectue  à  chaque  instant  autour  de  son  axe  de  figure.  Les 
attractìons  du  Soleil  et  de  la  Lune  dévient  donc  l'axe  de 
la  Terre ,  à  chaque  instant,  sans  changer  la  viCesse  de  ro* 
tation  autour  de  cet  axe. 

Nous  étudierons  isolément  le  déplacement  qui  aerait  pro- 
duit  par  chacun  des  couples  moteurs,  si  ce  couple  agissait 
seul.  La  somme  algébrique  de  ces  dèplacements  sera  le  de* 
placement  résultant  de  l'action  simultanee  de  tous  les  cou- 
ples, aux  quantités  près  de  Tordre  du  carré  des  moments  des 
couples  accélérateurs.  Mais,  avant  d'entreprendre  cette  elu- 
de, il  est  convenable  de  mettre  les  produits  Lek,  Mdt  sous 
une  forme  nouvelle. 
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IV. 

Soient 

a  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  ; 

e  Texcentricité  de  l'orbite  terrestre  ; 

n  le  mojeo  mouvement  de  la  Terre  dans  son  orbite  ; 

V  la  longitttde  géocentrique  du  Soleil; 

(5  la  longitude  du  périgée  ; 

A  le  rapport  de  la  masse  de  la  Terre  à  celle  du  Soleil. 

La  théorie  du  mouvement  elliptique,  appliquée  au  mou- 
yement  apparent  du  Soleil  autour  du  centre  de  la  Terre, 
donne  les  formules 

ad e*\ 

r=2 — 5 7— ^-:=r,  rMr=naV(l— 0-*>  m(l-4-A)=nV. 

1-*- «  C0S(t?— Ci))  ^  /       '        \  / 

Oh  en  tire 

m    ,         n[l  -H-  e  cos(t?  —  cJ)]    , 
r3  (1  ^  A)(l  -  ey 

et,  par  suite,  on  a 

(1)     { 

)    ,.,  3n(C-A)      ix  ^, 

Ces  formules  s*appliquent  à  la  Lune  comme  au  Soleil,  en 
conscrvant  aux  Icttrcs  qui  y  figurent  la  mòrae  signification 
rclativement  à  la  Terre. 

V. 

ACTION    DU   SOLBIL. 

II  nous  faut  substituer  aux  coordonpées  rectangulaires  du 
Soleil  la  distance  r,  la  longitude  t?,  et  l'obliquité  9  de  Té- 
qualeur  XOY  sur  l'écliplique  XOE  (Fig.  1.). 


(28) 
Les  formules  de  transformation  soni  les  suivantes  : 

X  =  r  cos  r  ,  y  =  r  cos  9  sin  t^  ,  z  =  r  sin  9  sin  v. 

* 

Elles  donnent 


(2) 


-^  =  —  sin  9  cos  9(1  -•  cos  2p)  , 


-T-  =  —  sin  9  sin  2t?. 
r'  2 


1."^  Couple  L.  —  Composant  d'après  la  lei  du  parallclo- 
gramme  le  couple  Ldt  avec  le  couple  G,  on  obtient  un  nou- 
yeau  couple  ,  dont  V  axe  OG'  représente  la  position  que 
prendrait  l'axe  terrestre  à  la  fin  de  Tinstant  dt^  si  le  cou- 
ple L  agissait  seul.  Ainsi,  par  reOTet  du  couple  L  ,  V  axe 
terrestre  ou  la  perpendiculaire  à  l'équateur  tourne  pendant 
Tinstant  dt  d'un  angle  infiniment  petit  dv  autour  dir  rayon 
OY  de  l'équateur.  Ce  rayon  étant  perpendiculaire  à  V  in- 
tersection  de  l'équateur  et  de  Técliptique,  il  s'ensuit  que 
la  rotation  dv  a  pour  unique  eOTet  de  déplacer  l'interse^ 
ction  de  l'équateur  sur  l'écliptique  ,  sans  changer  1'  angle 
des  deux  plans. 

Soit  dip  l'angle  dont  la  ligne  des  équinoxes  a  retrograde 
en  tournant  dans  le  pian  de  l'écliptique. 

Cet  angle  est  le  mème  que  l'angle,  décrit  par  la  proje- 
ction  de  l'axe  terrestre  sur  l'écliptique,  car  cette  projection 
est  constamment  perpendiculaire  à  la  ligne  des  équinoxes. 
Il  s'ensuit  qu'on  a  l'cquation 

.dv 

sin  9 

D'ailleurs,  en  négligeant  les  puissances  de  dv  supérieu- 
res  à  la  premiere,  le  triangle  GOG'  donne 

Ldt 


(29) 
par  conséquenU 

Ldt  ,.  Ldi 


G  sinfl  ^       pCsintì  ' 

Si  1*011  snbstitne  ici  les  valeurs  (1)  et  (2),  en  négligcanl  le 

1 

rapport  A  dont  la  yaleur  est  au  plus  oi^/^/vAA  >  ®1  <I^c  l'on 

ooUUUU 

pose,  pour  abréger, 

3         n  C—  A_ 

2(1  -e^)t  ^  "1c~  ~      ' 

il  vient 

d(/;  =  H  cos9  (1  —  cos  2v)[ì  -4-  e  cos(t?  —  (S)'\dv. 

Soit  prìse  l'origine  du  temps  à  l'équinoxe  de  printemps 
pour  une  année  déterminée,  et  soit  (f;  l'angle  dont  la  ligne 
des  équinoxes  a  retrograde  snr  le  pian  de  Técliptique  de* 
puis  Torigine  du  temps. 

Get  angle  (f;  sera  fourni  par  T  integration  de  V  équation 
précédente;  mais,  comme  cet  angle  varie  avec  une  lenteur 
eccessive,  on  pourra,  sans  erreur  sen^ible  ,  negliger  dans 
ce  calcul  les  yariations  de  l'angle  d,  lesquelles  ne  s'élèyent 
pas  à  plus  de  10"  de  part  et  d'autre  de  la  yaleur  mojen- 
ne.  On  pourra  negliger  encore,  parmi  les  termes  périodiques 
de  intégrale,  ceux  qui  contiennent  en  facteur  l'excentri- 
cité  e. 

Si  donc  on  remplace  l'angle  yariable  6  par  un  angle  Con- 
stant 9',  dont  la  yaleur  soit  comprise  entre  les  yaleurs  ex- 
trémes  de  l'angle  6,  on  obtient 

^  =  H  cosS'lv  —  —  sin  2«  I , 

oa  bien ,  puisque  la  longitude  v  est  égale  à  nt    plus    des 
termes  périodiques  qui  contiennent  l'excentricité  en  facteur^ 

1 

(3)  (/;  =  H  »  cos  &.t  —  -  H  cos  6'  sin  2t?. 
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Get  angle  (j/  mèsure  la  précession  solaire  des  équinoies. 
U  se  compose  de  deux  parties  :  Tune  croìt  proportionnel- 
lement  au  temps,  c'est  la  précession  solaire  moyenne;  l'autre 
se  reproduit  périodiquement  de  six  mois  en  six  mòìS|  et, 
par  suite,  elle  est  beaucoup  moins  sensible. 

2.*  Couple  M.  —  C!omposant  le  couple  M.dt  avee  le  cou- 
ple  G,  on  obtient  un  nouyeau  couple,  dont  Faxe  OG"  re- 
présente  la  position  que  prendrait  Taxe  terrestre  à  la  fin 
de  l'instant  dt ,  A  le  couple  M  agissait  seul.  On  voit  que 
l'effet  de  ce  couple  pendant  Tinstant  dt  se  réduit  à  faire 
yarier  Tobliquité  de  Téquateur  sur  Técliptique,  d*un  angle 

ÌAdi 

GOG"  =  d9=  ——  =  — H  sin  $  sin  2»  iì-+-e  cos{u—  Zi)]dv. 

G 

En  ìntégrant  avec  le  mème  degré  d' approximation  que 
dans  le  calcul  de  l'angle  ip  ,  on  troave 

(4)  9==:fl'-f-l  Hsìn5'cos2t?, 

ponrvu  que  l'on  attribue  une  valeur  convenable  à  la  con- 
stante ff. 

La  difference  9  —  0'  mesure  la  nutation  solaire  de  l'axe 
terrestre.  Cette  nutation  a  une  période  semi-annuelle;  elle 
est  peu  sensible. 

VI. 

àCTtON   US   LA  mNB* 

Occupons-nous  maintenant  de  la  Lune.  Conservons  aux 
lettres  qui  figurent  dau  les  formules  prècMentes  la  mème 
significa tion  relative  à  la  Terre;  mais  marquons  de  l'indi- 
ce I  celles  qui  se  rapportent  à  la  Lune,  de  manière  que, 
par  exemjrfe ,  k  etani  le  rapport  de  la  masse  de  la  Terre 
à  celle  du  Soleil,  Ai  soit  le  rapport  de  la  masse  de  la  Terre 
à  celle  de  la  Lune. 
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Eh  ouire,  nommoiis  t  rinclinaison  de  l'orbite  lunaire  sur 
rècliptique,  et  X  la  longitnde  da  noeud  ascendant  de  la 
Lnne. 

Nous  avoiis^  d*aprés  les  formules  (1), 

,    .  3n,(C--A)      Vi  JSi  .  ,  -*.  V    . 

^■*=  (l^h.)(l- e'^fVr^^  ■"  '•'"'^''  "  '''^^^''" 

^i  9  Vi  9  *i  étant  les  coordonnées  de  la  Lune  par  rapport 
aux  axes  OX,  OY,  OZ. 

n  noQs  faut  esprimer  ces  eordonnèes  en  fonctioo  de  la 
longitude  de  la  Lune.  Pour  cela    figurons  (  Fig.  2.  )  une 

sphère'  décrite  du  centre  de  gradite  de  la 

0. !y /y   Terre  cornine  centre  avec  un  rayon  égal  à 

l'unite  )  et  marquoos    sur  cette  sphère  la 

trace  mi  du  rayon  yecteur  de  la  Lune,  Té- 

/i'jf.a.    qMiteur  XY ,  V  écliptiqae  XN  et  l'orbite 

lunaire  Nm,.  L'are  XN  sera  la  longitude  du  noeud  ,  et  la 
somme  des  deux  arcs  XN  j  Nm,,  non  situés  dans  un  me- 
me  pian,  sera  la  longitude  de  la  Lune,  ou  V|. 

Nous  cherchons  les  valeurs  des  coordonnées  en  yue  de 

T  M 

les  substituer  dans  les  expression  de  ^  d^    et    de  —  d^  , 

lesquelles  contiennent  en  facteur  le  produit r — — 

qpai  est  certainement  teds^petit.  Il  est  donc  inutile  de  cal« 
culer  ces  yaleurs  fort  exactement.  Aussi  nous  nègligerons 

dans  ee  calcnl  le  cube  de  l'angle  t ,  angle  dont  la  yaleur  est 

1 
à  peu  près  5*  9'  ou— •  du  rayon. 

Soient  x\  y  y^i ,  js\  les  coordonnées  de  la  Lune ,  prises 
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par  rapport  à  trois  axes  doni  l'origine  est  au  ceiitre  de  la 
Terre,  et  qui  soni  dirigés,  le  premier  suivant  la  direction 
OX  de  Téquinoxe  de  printemps,  le  second  suivant  une  per^ 
pendicniaire  située  dans  le  pian  de  Técliptique^  et  le  troi- 
sième  suivant  une  perpendiculaire  à  Técliptique. 
Nous  ayons  d'abord 

oo\  =  r,J  cosX  cos(i?|  —  X)  —  sinX  sÌB(t?i  —  X)cos  t  1 . 

=  rij  cos  t?,  -»-  -^  sinX  8in(t?i  —  X)  I  , 

y\  =  r,|  sinX  cos(V|  —  X)  -^  cosX  sin(v,  —  X)cos  i  I 

=r  r,  j  sin  Vi  —  —  cos  X  8in(t?,  —  X)  1  , 
z\  =  r^i  sin(t7|  —  X)  > 

puis,  par  les  formules  de  transformation  des    coordonnées 
en  geometrie  piane, 


Xw  =^  X 


I  » 


y,  ==  y\  cos  9  —  2',  sin  d  , 

« 

z,  =  y\  sin  Q  -K-  z\  cos  0. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  les  expressions  précóden" 
tes  de  x\  ,  y'i ,  z\  dans  ces  dernières  formules,  et  nous 
aurons  les  valeurs  cherchées. 

Actuellement  nous  devons    calculer  les  produits    -—;—  , 


Zt  X 

r 


X 

■j—  qui  figurent    dans    lei   expressions  des  momcnts  des 
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coaples  accélérateursy  et,  dans  ce  calcai,  nous  devons  en- 
core  negliger  les  puissances  de  t  supérieures  à  la  seconde. 
Nous  trouYons 

■2 —  =  sin  0  cos  9  sin'tj,  -+- 1  (cos'0  —  sin'6)sin  t)|  sin(t?i— X) 


r  , 


—  t'sin  6  cos  9  cos  X  sin  i?i  sin(i?,  —  X), 


-^-1  =  sin  9  sin  Vi  cos  Vg  -t-  t  cos  9  cos  t7iSÌn(v| — X) 


•2 
t 


^  SUI  6  sin(t>i  —  X)cos(t?i  -*-  X). 

1.®  Couple  L|  .  —  Si  Ton  nomme  (p  Fangle  doni  retro- 
grade la  tigne  des  équinoxes  pendant  le  temps  ty  en  yertu 
de  l'action  du  couple  L,  ,  on  a  Téquation 

Al  —    "^'^ 


Gsind 
Posant 

3  n,   C— A 


=  H.  , 


2(1  -«^)t  p    e 

celte  équation  peut  s'écrire 

et  il  faut  conceyoir  que  le  rapport  .  ^-^  soit  ici  remplacé 

par  la  valeur  obtenue  précédemment. 

Dans  l'integration  qui  doit  donner  l'angle  (|/,  nous  pourrons 
regarder  comme  constants  ,  non  seulement  l'angle  9  ,  mais 
anssi  l'angle  %  ;  car  Tinclinaison  de  l'orbite  lunaire  sur 
l'écliptique  yarie  extremement  peu.  Nous  négligerons  en- 
core  les  termes  périodiques  qui  soni  multipliés  par  l'excen- 
tricité  ei  ;  en  sorte  que  nous  pourrons  remplacer  Vx  par 
n^t  -f-  const.  Quant  à  la  longitude  de  noeud,  X,  nous  savons 

AtinoXi  dt  Seimtt  Mai.  e  Fis.  T.  FU.  febbraio  1856.  3 
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qu*elle  diminue  d'une  circonférence  en  18  ans  -  environ , 

d'un  mouyement  à  peu  pròs  uniforme;  par  suite,  iHWimwl 
—  ce  la  yitesse  angulaire  moyenne  du  noeud,  nous  pourrons 
remptacer  X  par  -^  al  ~^.  oonat. 

Geci  poséy  il  si^ffit  de  r^mplacer»  daqs  re];pression  de  d^j 
les  produits  de  sinus  yariables  par  tes  coslnus  de  la  somme 
et  de  la  différence  des  arcs,  et  Tintégration  se  fera  immè- 
diatement.  Mais,  parmi  les  termos  périodiques  de  la  ilV^" 
rentielle,  outre  que  nous  négligerons  ceui(  qui  sont  multi- 
pliés  par  Cg  ,  nous  négligerons  encore  ceux  qui  dépendent 
de  Vi  et  qui  sont  n^ultipliés  par  i;  car  Tiutégrale  de  ces 
derniers  termes  aura  en  diyiseur  le  nombre  ni  ,  tandis  que 
l'intégrale  des  termes  qui  dépendent  seulement  de  X  aura  em 
diyiseur  le  nombre  a,  lequel  est  beaucoup  plus  petit  que  n^. 

La  différentielle  d^  se  rèdiiit  dono  à  la  yaleur  suiyante: 

/.^v       j.  H,    r      ^,  ^,       ^  .cos2S'        . 

(5)      de  ss  ;- — I  cos9'  —  cos9'  cos  2t?i  -^-  t  ■  .    ^,  cos  A 

l-+-AiL  sin0 


*-  ^  cos  fi'  (l  -*-  cos  2X)"l«te|  . 
L'intégrale  est 

<^^     *«f^[«»(4-^)cos©'.^-YCOs0'sÌR2r. 

_<!!lf2!*^siai-H  ^^oe.e^sin2Xl. 
oc  sin  6'  4     oc  J 

Get  angle  ^  mesuri^  la  prictssion  lunair^  des  é^uinojies; 
le  premier  terme  croìt  proportionuellement  au  temps^  il  me- 
surc  la  précession  lunaìre  moyenne.  Parmi  les  autres  termes, 
le  plus  sensible  est  le  terme  ^Q  sin  X  ^  e'  est-à-dire  celui 
dont  la  période  est  égale  à  la  durée  de  la  r^yolution  du 
noeud  de  la  Luqe. 

2,<»  Couple  Mi-  —  Si  Ton  nomme  dQ,  la  yariation  de  To- 
bliquité  de  l'équateur  qui  est  due  à  l'action  du  couple  Mi 
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agissant  pendant  Tinstant  dty  on  a 


G 

Eb  opéraat  comme  pour  le  calcul  de  ^ ,    on    réduil  la 
diffèrentielle  A9  à  la  Yalear  snivante  : 

(7)  4(&s3  --^— sin9'8Ìn2v.-4-t  cos^ainX  —  -^ìnff  8Ìn2X  W«,  ; 
1-*— A|\  A  / 

et,  si  l'on  de  termine  convenabiement  la  constante  ff^  l^inté- 
graie  est 

(8)     e^ff-^  r^(-^«n  ^  cos2t>,  -H*  — C09  e'  cos  A 


_  *    'IL  sin  9'  cos2X),. 
4    a  / 


La  différence  6^0'  mesure  la  nutation  lunaire  de  Taxe 
terrestre.  Le  terme  en  cos  X  est  le  plus  sensible;  F  ensem- 
ble de  ce  terme  et  du  terme  en  sin  X  qui  figure  dans  la 
formule  (6)  exprime  que  Taxe  terrestre  décrit  une  petite 
ellipse  sur  la  sphère  celeste.  Le  centre  de  cette  ellipse 
marque  constamment  la  position  moyenne  de  l'axe  terre- 
stre qui  est  définie  par  l'angle  &  et  par  la  précession  mo- 
yenne  totale;  le  grand  axe  de  Tellipse  est  con;stamment  dirige 
vers  le  pòle  de  Técliptique;  la  courbe  est  décrite  en  sens 
contraire  de  la  rotation  de  la  Terre  autour  de  son  axe;  elle 
est  parcourue  dans  le  mème  temps  que  le  noeud  de  la 
Lune  fait  le  tour  de  Técliptique ,  et  d*  un  mouvement  tei 
que  l'anomalie  excentrique  X  crott  proportionnellement  au 

temps. 

VIL 


CORRSCTiON   DUE   AU   DÉPLACEMEXT  DE  L  ÉCLIPTIQUE. 

£n  égalant  l'angle  (/^  è  la  somme  des  deux  parties  (3)  et 
(6}j  et  égalant  de  mème  l'angle  9  ^  à  la  somme  des  deux 
partiea  (4)  ef  (8),  on  obtient  des  formnles  qui  représentent 
avec  exactitude  le  mofiiFement  de    Taxe  terrestre  pendant 


(36) 
un  petit  nombre  d^années.  Mais,  si  l*on  veiit  des  formules 
qui  représcntcut  pendant  deux  on  trois  siècies  tout  ce  que 
les  observatìons  les  plus  exactes  peuyent  accuser  relative- 
ment  au  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  il  est  néces- 
saire d'avoir  égard  au  déplacement  de  Técliptique,  produit 
par  Tattraction  des  planètes. 

Gomme  Técliptique  se  déplace  fori  peu  pendant  le  petit 
nombre  de  siècies  que  l'on  prétend  embrasser,  il  n'y  a  pas 
lìeu  de  recommencer  les  calculs  qui  ont  été  faits  en  con- 
sidérant  ce  pian  comme  fixe;  il  suffira  de  corriger  légère- 
ment  les  formules  par  des  termes  additionnels. 

Dans  ce  calcul  nons  continuerons  de  rapporter  le  mou- 
yement  de  l'axe  terrestre  au  pian  fixe  qui  coincide  avec 
Vécliptique  vrai  à  l'origine  du  temps  t.  Nous  appellerons  ce 
pian  fixe  Vécliptique  fixe.  L'angle  (^  sera  toujours  l'angle  dont 
Tintersection  de  l'équateur  et  de  Técliptiqae  fixe  a  retro- 
grade sur  ce  dernier  pian,  dcpuis  l'epoque  prise  pour  ori- 
gine du  temps.  9  designerà  toujours  l'angle  compris  entro 
l'équateur  et  l'écliptique  fixe.  En  outre,  nous  nommerons 
y  Tinclinaison  de  l'écliptique  yrai  sur  l'écliptique  fixe,  et 
^  l'angle  qui  séparé  les  traces  de  l'équateur  et  de  l'écli- 
ptique yrai  sur  l'écliptique  fixe. 

1.*  Action  du  SoleiL  —  Le  mouyement  du  Soleil  autour 
de  la  Terre,  sur  l'écliptique  mobile,  est  tout  semblable  au 
mouyement  que  la  Lune  exécute  autour  de  la  Terre  dans  l'hy- 
pothése  d'un  écliptique  immobile.  Par  conséquent,  des  calculs 
tout  pareils  à  ceux  du  paragraphe  précédent  conduisent  à  des 
formules  semblables  aux  formules  (5)  et  (7),  sauf  que  i  est 
remplacé  par  7,  et  X  par  /S,  outre  que  l'indice  i  est  sup- 
primé.  Dans  ces  formules,  les  termes  indépendants  de  7  sont 
ceux  qu'on  a  déja  obtenus  en  supposant  l'écliptique  immo- 
bile, les  termes  en  7'  peuyent  ètre  négligés  sans  erreur  ap- 
préciable;  donc  les  termes  qu'il  faut  ajouter  aux  yaleurs 
(3)  et  (4)  des  angles  (p  et  d,  quand  on  yeut  ayoir  égard  au 
déplacement  de  l'écliptique,  se  réduisent  aux  intégrales  des 
seuls  termes  qui  contiennent  la  première  puissance  de  7  dans 
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les  formules  correspondantes  aux  formules  (5)  et    (7).  Ges 
termes  addiiionnels  soni,  pour  l'angle  ^ 


cos  26' 


„    cos  v^^  r        ^  . 
Hn     .    ^.  I7  eospdi 

sin  9'J  ' 


pour  l'angle  9 


Hn  cos  & 


'  I7  sin  ^  cl^ 


Or  la  théorie  des  inégalités  séculaìres  du  mouvement  des 
planètes  antour  du  Soleil  donne  les  relations 

7  cos(/3  —  (t)  =  2*  cos  {(jt  -H-  J), 

y  sin  (/3  -  (//)  =  Ik  sin  (y^  -^  J), 

dans  lesquelles  k^  g^  d  représenient  des  constantes  qui  de- 
pendent  des  différentes  planètes  perturbatrices ,  et  2  indi- 
que  une  somme  relative  à  toutes  ces  planètes.  On  tire  de 
ces  relations 

7  cos  /3=  Ik  cos  (jf^  -H-  ^  -»-  J), 
7  sin  /3  —  2A  sin  (jf^  -»-(//  -*-  5). 

Les  coeflScienfs  ft  ètant  tous  très-petits^  on  peut  rempla- 
cer  l'angle  ^  par  sa  yaleur  moyenne,  dans  les  expressions 
de  7  cos  ^  et  de  7  sin  /3.  D'après  l'obseryation,  ou  d'après 
les  formules  obtenues  en  supposant  l'écliptique  immobile , 
cette  yaleur  moyenne  augmente  à  peu  près  de  50^',  3  en 
une  année. 

Si  donc  on  prend  Tannée  pour  unite  de  temps,  les  an- 
gles  (p  et  d  qui  résullent  de  l'action  du  Soleil ,  quand  on 
a  égard  au  déplacement  de  l'écliptique,  sout  donnés  par  les 
formules 

(9)  (^  =  Hn  cos  5'.r  —  —  H  cos  fii'sin  2t? 

„     cos  26'\7v        k  .      ,         ^^,,   ^,  ^ 


(38) 
(10)  0  =  6'  -h  4  H  sin  e'cos  2f 

-  Hn  C08  0' V    ^*      3  cos  r  (j  H-  50*,  3)«  -+-  5]. 

2*°  ilc/ton  (ie  Za  Xune. — Soient  i  rinclinaison  deTorbile 
lunaire  sur  l'écliptique  vrai ,  et  X'  la  longilùde  da  noeud 
de  la  Lune,  complée  sur  l'écliptique  vr^ii. 

Les  seuls  termes  des  formules  (5)  et  (7)  qui  soient  alte- 
rés  par  le  déplacement  de  Técliptique^  sont  ceux  qui  con- 
tiennent  Ie%  angles  t  et  X.  Quand  on  neglige  le  carré  de 
l'angle  y,  les  termes  en  .t '  ne  subissent  pas  d'autre  altéra- 
tion  que  le  changement  de  i  et -de  X  en  t'  et  en  X';  les 
termes 

H,     .  cos  W      .   -            H.      .        .,  .    ^    . 
' ;-  *  — : — ttCOS  a  at?i ,     ; — ■  %  cos  W  sm  A  avi 

éprouyent  une  altération  plus  complete.  Pour  la  calculer, 
il  faut  exprimer  les  produits  t  cos  X  et  t  sin  X  en  fonction 
de  f',  X',  7  et  j3. 

V  .A      j  Soient  (Fig.  3)  XN'N  l'écliptique 

F13. 3.       Vy     /  fixe,  NA  l'orbite  lunaire,  N'A  l'écU- 

^'  /.  Pttque  vrai,  X  l'équinoxe,  pris  sur 

y^D^  l'écliptique  fixe. 

X      N' 

On  a     _  — .        — 

XN'  =  i9,   XN  =  X,    XN' -f- N' A  =  X'. 

Le  triangle  NAN'  donne  les  relations 

cot  1^  sin  AN'  =  cos  ^'  cos  i' -*- sin  t' cot  y  , 
cot  AN'  sin  AN  =  cos  ^  cos  i  —  sin  i  cot  » . 

Dans  le  calcul  dont  on  s'occupe  on  pcut    negliger  les  se- 


condes  paissances  des  petits  angles  i  et  i!,  Alors  ÀN  devient 
égal  à  X'— X,  et,  par  suite,  les  deux  relations  précédentes 
pètiYetìt  s'écrire 

t'sih  (V  —  X)  =  7  sin(X  —  /3) , 
i'sin  (V  -T  iS)  =  »  sin  (X  —  /3). 

Sous  cette  fbf me  oti  en  dèdilit  fticilemeill  léS  vàleàrs  cher- 
chées  : 

t  cos  X  =  l'eoa  V-^y  cós  /3, 
f  sin  X  =  t' sin  X*  -4-  y  ^in  j3. 
D'après  cela,  les  termes  en  questioto  deyiennent 

H,     0082$;    , 

j^SLp  cito  fi'(r  sin  X' -4- y  sili  i8)  . 

Les  angies  ^  et  6  qui  fésultént  de  l^infltiéuée  de  fa  tu' 
ne,  quand  on  a  égard  dti  dépIàdetneAt  de  l'èéliptiqUe,  sont 
do  ne 

(H)      tp  =  ~^  In,  Ci  -^  "2  jcos  e'./—  --  cos  e'  sin  2v . 


—  »  —      .    nf  sin  X  -+-  -i cos  y 

a     Sin  9'  4     a 


sili2X 


f 


cos  29'^-x       * 


(12)    e  =  e'  -►-  -iLL.ri.sin  ©'cos  ^,  ^  t"—  oos  6'  cos  X' 
—  -j  —  sinfi'cos2X'— n.cose'y — gg7rRC«8[(jf-H50",3)«-4-5 J  I 


(40) 
Vili. 

Si  l'on  réunit  les  parties  obtenues  séparémeat  (9)  et  (11), 
(10)  et  (12),  on  a  la  représentation  complète  da  moiiye- 
ment  de  Taxe  terrestre,  par  les  formules 

b 

éssle-^clt r-TTi  sin  il  —  F  cos  9'sin  2© 

—  F  cos  6'  sin  2(  -+-  G  cos  6'  sin  2  a 

S  =  9'  -4-  a  cosft  -H  F  sin  0'  cos  2© 
-♦-  F'  sin  0'cos  2(  — G  sin  &  cos  2  « 

_K  cosS'^— ^  cos  lis  ^  50",  3).  ^  J], 

dans  lesquelles  oo  a  remplacé  X',  v  et  «t  par  les  signes  or- 
dinaires  A>  O  et  (  ,  et  l'on  a  pose 

3  C— A    n'cosS' 


2       C      p(l  —  e')S 


c-^ 


I 


a 


2  C      p{ì -^  h,)(ì  -  e\)ì  ' 

3  C— A  n»,  t'cosfl' 


a  Vi  > 


2      C     a/)(l.-.-  A,)(l  —  e',)} 


£  C—  A         n%  l'cos  29' 


2       C      «/)(!  -^  A.)(l  —  e*,) 
J^  C  —A         n 


a  v>  > 


2\>   > 


F= 


4       C      p(l  —  e') 
3   C— A  n 


2    Vi       > 


4       C      p(l  -^  A,)(t  -  e%)l 
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^        3  C— A  n.»» 

*^—  8      C     ap{ì -^ h,){ì  -  e\)ì  ' 

£  C~A  r        n'  n\  1 

2       C      L/»(l  -  e*)f  "^  p(l  -^  A,)(t  -  «*i)'-»  ' 

Les  somines 


-50",3 
k 


sin  [(5?  -+-:50",  3)<  -^  J3  , 
cos  [(j  -f-  SCV  3)<  -»-  51 


'j-.-5r,3 

peuyent  ètre  remplacées  par  leurs  déyeloppements  suivant 
les  puìssances  ascendantes  dn  temps,  baroés  anx  premières 
et  secondes  pnissances;  car  les  constantes ,  k  ,  g  soni  de 
très^petites  quantités.  On  reconnait  aisément  que,  dans  le 
déTeloppement  de  la  seconde  somme  ,  le  coefficient  de  la 
première  pnissance  da  temps  est  nécessairement  nuL  En 
effet,  l'expression  de  ce  coefficient  est  —2*  sin  d;  or,  si  Fon 
pose  ^  =  0  dans  l'équation 

7  sin(/3  ^  tf)  =  Ik  sm{gt  -4-  3)  , 

qui^  comme  nons  Tavons  tu,  serC  à  definir  les  constantes 
k  et  iy  le  premier  membri  de  cette  équation  devient  nul 
ayec  7,  et  le  second  membre  se  rédait  à  2Asind. 

Si  l'on  yeat  rédnire  les  formules  en  nombres,  il  faudra 
s'aider  de  l'obseryation  du  phénomène  pour  calculer  le  rap- 

G  —A 

port  des  moments  d'inertie  de*  la  Tprre  — - —  ,  qui  n'  est 

\j 

point  conna  d'  ailleurs.  On  pourra  ,  par  exemple ,  *  égaler 

l'expression  analjtique  du  coefficient  du  temps  dans  la  ya- 

leur  trouyée  de  (p  à  la  précession  moyenne  qui  résulte  de 

Tobseryation;  puis  on  tirerà  de  cette  équation  une  yaleur  du 

Q  ^ 

rapport  — - —  que  Ton  substituera  dans  les  autres  coeflS- 
cients  des  formules. 
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D'après  B«ssel,  si  Ton  prend  l'origine  du  temps  au  com- 
mencement  de  l'année  1750,  on  a 

(/,=  50",  37572  t  -  0",  0001217945  <'  —  16",  78332  siasi 

—  1",  33589  sin  20  —  0",  20128  sin  2( 
■+-0",  20209  sin  2fl, 

.  fi  =  23°  28'  18",  0  -f-  0",  0000984233  t»  -+-  8",  97707  cosa 
-*-  0",  57990  cos  2©  -+-  0",  08738  co»  2( 

—  0",  08773  cos  2  ft . 

Si  l'on  se  propose  de  construire  des  formulès  qui  repré- 
sentent  le  mouvement  de  l*axe  terrestre  d'année  en  année, 
OD  conseryera  au  tentps  une  mème  raleur  entiére  pendant 
toute  la  durée  d' une  année ,  dans  les  développementa  dea 
deux  termes  qui  proviennent  du  déplacement  séculaire  de 
Técliptique;  et,  pour  plufl  de  rigueur,  dans  les  antres  coef^ 
ficientSy  on  rempiacera  l'angle  $'  par  sa  yaleur  initiale  au^ 
gmentée  de  la  yaleur  du  terme  séculaire 

-  K  cpsfi'  ^  _^*Q„  3  C08  l{g  ^  50",  3)«  -*■  «] 

pour  Tannée  considérée.  De  cette  manière  les  formulès  se- 
ront  réduitesy  pour  chaque  année,  à  la  forme 

^  =  D^^  D'sin  a  -HD"8Ìn  2©  -»-D'"sin  2(  -f-D^V  sin  2fò , 

e  =  E  -H  E'  cos  a  -H-E"cos  2©  -♦-E"'oofl 2(  -t-Ei^  co$  2ft, 

et  les  termes  séculaires  donneront  la  correctlon  annuelle  des 
GoeflBcients  D,  D'»  •  .  .  ,  E,  E',  .  «  .  G'est  ainsi  qiie  sont 
disposées  les  formulès  données  dans  les  recueils  astronomi- 
ques  (voir  le  Nautical  Àlmanach^  p.  Y). 

Enfio,  il  peut  étre  utile  de  rapporter  le  monrement  de 
la  Terre  à  Técliptique  Trai. 

Pour  cela,  nommons  Y  l'angle  dont  la  ligne  des  éqnino- 
xes  a  retrograde  sur  Técliptique  vrai  pendant  le  temps  1, 
6  l'angle  compris  entre  l'éqnateur  et  l'écliptique   yrai;  et 


(43) 
considérons  Téquateur,  récliptique  fixe  el  réclip(ique  Trai 
conuiie  trois  grands  cercies  tracéa  sur  une  sphére  d'un  rayon 
égai  à  l'unite. 

Qaand  on  neglige  le  carré  de  l'inclinaison  mutuelle  des 
deux  écliptiques,  la  différence  (p  —  Y  est  égale  à  la  pro- 
jection  snr  Y  écliptique  yrai  du  petit  are  intercepté  sur 
l'équateur  par  les  deux  écliptiqnes;  sa  Taleur  est  donc     • 

cot  6.y  sin  fi    ou  bien    cot  6'.7  sin  fi  » 

en  né^igeant  le  produit  7(6  **  6^. 

Le  triangle  forme  par  les  trois  grands  cercies  considérés 

donne 

cos  6  =  cos  9  cos  7  —  sin  9  sin  7  cos  j9  , 

on  bien,  en  négligeant  le  carré  de  7  et  le  carré  de  la  dif- 
férence 6  —  6 , 

6  —  e  =  —  7cosi3. 

On  a  donc  finalement 

y  =  (P-.  cot e'2  *sin  [(y -H- 50",  3)^-4-9]  , 
e  =  9-^lkcQsl{g-^  50",  3)  ^H-dJ, 

Qaand  on  prend  l'origine  da  temps  au  commencement  de 
l'année  1750,  les  formules  namériqnes  ,  réduites  aax  ter- 
mes  da  premier  et  da  second  degré  par  rapport  aa  temps, 
soot,  d  après  Bessel, 

Y  «  (f^  _  0*',  17926 1 -I- 0",  0002660294 1», 

e  =  e  -  0",  48368  È  —  0",  00000272295  t\ 

Une  discnssion  plus  complète  des  formoles  n  entro  point 
dans  lobjet  de  ce  Mémoire,  le  pea  qne  nons  en  avons  dit 
doit  snflSre.  Notre  but  était  d'arriver  à  ces  résultats  connus, 
d'nne  manière  plus  simple  qn'on  ne  Tayait  fait  jasqa'ici.  Il 
nons  parait  atteint,  paisqae  loute  la  méthode  se  rédnit  à 
des  eompositions  de  conples  sairant  la  lei  du  paraliélogram- 
me,  et  que  tout  le  calcai  consiste  dans  des  intégrations  im* 
médiates. 


(44) 

£b  réfléchissant  sur  la  marche  que  nous  avons  suivie  , 
OD  reconnait  tacilement  qae  le  succès  est  dù,  d'une  part  à 
ce  que  tout  rayon  de  Téquateur  et,  par  conséquent,  la  ligne 
des  équinoxes  est  un  axe  principaL  dìnertie  de  la  Terre  re- 
latìf  au  centre;  de  l'autre  à  ce  que  les  termes  d'un  degré 
superieur  par  rapport  aux  moments  des  forces  accélératri- 
ces  sont  tout-à-fait  négligeables. 

Rome,  Collège  Romain;27  Décembre  1855. 

Sur  Vassociation  de  phisieurs  condensaleurs  enire  exix 
pour  manifester  les  faibles  doses  d'électricité. 

(Lettre  de  M/  P-  Yolpicelli»  à  M/  Pouillet). 


Volta  et  Gayallo  furent  les  premiers,  non  pas  seulement 
à  imaginer,  mais  à  pratiquer  Tassociation  de  deux  conden- 
sateurs  entre  eux  pour  accrottre  la  tension  électrique  (*). 
Plus  tard  diyers  pbysiciens  ìtaliens,  entre  autres  Gerbì  (')  et 
les  illustres  Belli  et  Pianciani  (^),  firent  mention  de  cette  mè- 
tbode,  et  il  j  a  pen  de  temps  M.  Gaugain  (4)  Fa  emplojée 
avec  assez  de  succès.  En  consèquence  il  sera  peut-ètre  utile 
de  dèmontrer  :  1*  que  la  thèorie  de  l'union  entre  eux  de 
deux  condensateurs  est  coroUaire  de  celle  qui  en  unit  un 
nombre  quelconque;  2^  que  sans  donte  il  est  nécessaire  que 
le  plateau  du  premier  condensateur  soit  plus  grand  que  celui 
du  second,  afin  que  Taccroissement  de  tension  s'obtienne  , 
mais  que  cette  condition  tonte  seule  n'est  pas  suffisante;3^que 
les  nouyeltes  formules  relatiyes  à  cette  association,  considé- 


(I)  CoUesione  delle  Opere  di  Folta.  Firenze,  18i  6;  t.  I^  p.269. 
(a)  Cono  di  Fisica.  Pitta,  1823;  t.  Ili,  p.  239. 

(3)  Corso  di  Fisica,  Milano,  1838;  t.  Ili,  p.  S93.  —  IHituxioni  fs- 
sico-ehim.  Roma,  i834,  t.  Ili,  p.  66. 

(4)  Comptes  rendusr  181(3;  t.  XJKXVI,  p.  1084,  et  1.  XXX Vlf,  p.  84. 
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rèe  d'une  manière  generale,  complètent  la  doctrine  du  con- 
densateur. 

Snpposons  donc  qne  les  condensateurs  associés  soient  v  en 
nombre,  et  que  les  contacts,  daiis  tout  le  système,  entre  eux, 
depnìs  la  source  de  rélectricité  josqu'au  dernier  condensa- 
teur,  se  rèpètent  n  fois.  Représentons  par  e  la  charge  d'èle- 
ctricitè  initiale  à  explorer,  et  qui  ponrra  ètre  deficiente  ou 
inèpuisable.  Ensuite  pour  le  condensateur  l^^'"^,  et  pour  son 
contact  n*^*"'  avec  le  plateau  (*— 1/''"*,  soient: 

m^t  le  rapport,  que  j'appelle  électrostatique^  à  sayoir  cette 
fraction  qui  dépend  en  mème  temps  de  la  distance  entre 
les  deux  disques,  et  de  la  capacitè  spécifique  d'induction  du 
coibent  interpose  ; 

Sj^  la  superficie  du  plateau  coUecteur; 

(«) 
tj^    la  charge  de  ce  plateau; 

(«) 
Xj^_,  la  quantité  d'  èlectricitè  restée  libre  sur  le  plateau 

(*—!)'*'"',  après  qu'il  a  communiqué  avec  le  ***'"Set  n'étant 
pas  encore  retourné  sur  sa  base  ; 

(m)  .> 

y^  la  quantité  d'èlectricité  dissimulée  dans  le  plateau  ft'^'"^' 

■ 

et  relative  sealement  à  sa  n'""*    communication    avec    le 
plateau  (A-l)""*  j 

ocj^    rélectricité  libre  dans  le  plateau  k        joint  à  sa  base 


non  isolée,  et  relative  seulement  au  contact  n'^'"^  avec  le  pla- 
teau (A- 1)'^*"' ; 

^A  ®^  7*  '®*  deux  électricilés,  Fune  libre,  l'autre  dis- 
simulée dans  le  plateau  ^'"%  reposé  sur  sa  base  communi- 
quante  avec  le  sol,  et  ajfrès  avoir  exécuté  le  contant  (n — l)'*'"* 
entre  lui  et  le  plateau  (A-kI)'^'"*. 

Maintenant  il  est  facile  de  voir  que  les  quantités  indiquées 
se  lieni  entre  elles  moyennant  les  équations  suiyantes  : 
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/ 


Jr.I 


X 


(«) 


(«) 


ifr-I 


Va 


y* 


(«-!) 


(-) 


/3. 


(H-I) 


(1) 


1  - 


mi 


a?    = 


1  —  Wj.c 


\       7*-i  —  ^*-i      P*-i  • 

Si  I*èlectricité  e  était  deficiente,  elle  diminuerait  à  chaque 
contact  avec  le  premier  plateau  :  pour  cela,  z^")  répresentant 
la  méme  électricité  après  le  n'^'"^  contact  avec  le  mème  pla- 
teau, nous  aurons 


(2) 


(»)  (") 


dans  laquelle  équation  posant 

n  =  \, 
nous  aurons 

«e»  =  e. 

Supposant  dans  les  équations  (1)  n  =  1 ,  on  anira 

/3*  =V*  =0, 

* 

« 

et  négligeant  les  deux  dernières  des  équations  (1)>  on  obtien- 
dra  les  équations 
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(I)  (1)         (I)        (I)        (I)      (I) 

(I) 

desqaelles,  par  rélimination,  on  obtiendra  les  éqaations 


(4) 


<«)        ^         »'  «  *-»  (i) 

0C^      5555  '  -Il  ■  ji     j       y,    53T     ■ Il  I  II  ?i  III     I  11  I   II     y 

(1  —  »J)  «*-I  -^**  **  -*-  (1--  «>J)  «*., 

(I)           (*  —  ^l)  **-»    ^*-I  (1)                          **  *iUl 

o:^,  s^ — ^ >  c^  = » 

(1  —  mJ)  $t^^  -4-«^  (1  —  mJ)  $f^  -H*4 


relatives  à  un  seul  contact  pour  un  condeosateur  quelconque. 
C'est-à-dire  ^ue  la  charge  dans  les  plateaux  ya  toujours  di- 
minuant  du  premier  au  dernier,  quelles  que  soient  les  quanr 

tités  Sjt-i  }  h  ì  ^k-i  j  ^A'  .Toutefois  exprunant  avec  1;^  la  tea- 


Sion  du  plateau 

^'"^  y  nous  aurons 

^ 

(0 

**                   1 

■ 

el  il  sera 

(!)                  (1) 

si  l'on  a 

(5) 

Mais  on  ne  pourra  yérifier  la  formule  (5),  sans  yérifier  aussi 
la  formule 
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(6)  ^  <  ,nS 


II 


donc  il  sera  nécessaire,  mais  non  suffisant,  pour  ayoir  l'ac- 
croissement  de  tensìon,  quand  on  communique  la  charge 
d'un  plateau  à  Tautre,  que  celui-la  soit  plus  grand  que  celui- 
ci;  à  sayoir  qu'on  ait 

et  des  plus  on  devra  yérifier  la  formule  (6);  c^est-à-dire  que, 
à  la  production  de  Peffet  indiqué,  doit  aussi  concourir  le  rap- 
port  électrostatique  du  condensateur  le  plus  petit. 

Le  cas  le  plus  commun  dans  la  pratique,  celui  auqnel'nous 
nous  arrèterons  pour  donner  quelque  déyeloppement  aux 
formules  précédentes,  consiste  dans  Tassociation  entre  eux  de 
deux  condensateurs  seulement,  le  premier  plus  grand  que  le 
second;  et  dans  la  supposition  que  la  source  primitiye  très- 
faible  de  Télectricité,  qui  doit  se  manifester  par  la  répétition 
des  contacts  entre  les  disques  des  deux  condensateurs,  soit 
inépuisable.  Pourtant,  faisant  i=2  dans  les  équations  (1), 
nous  aurons  les  suiyantes  : 

,        («)  (I)  ('»)  in)  («) 

(«)      («)  (a)  (") 

ar,   :  «3  -+-  a,  -*-  .  .  .  -4-  a^    =  «1  :  «3  , 


(7) 


(I)  (2)  («)  (1)  U)  («) 

(I)  (2)  (») 

«2       -+-«,-»-.•.-+-«, 


1  —  m 


{«)  (I)  (2)  {")  (t)  (a)  («) 

c,  =y»  -+-ya -»- ---^ya  -^^2  -+-«2 -^- -+-«2  . 

Ensuite,  faisant  n  =1,  2,  3, ...  ,  nous  aurons,  par  le  moyen 


I 

I 
I 

I 

I 
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de  l'élìininatioD,  les 

,.,  Jl  -  m^)  si    e,  j^^  ^   f  «  »a  «'i 

^   '    »  (<i)  (0 

,„)       «»5  »"  «.  ,.)       (1  — mìJfa^.c. 

dans  lesqnelles  on  a  fait,  pour  abréger, 

Pn  =  1(1  —  ml)«, J     -4-  npl  —  ma)«, J     $: 
n(n  —  1)  f  a     "|*-3 


1.  2 


A  =(1  —  m|)*,  -»-  «a. 
De  la  troisième  des  équations  (8),  il  résulte 


«a 

(3) 

«2 

•  •  ^^  ' 

• 

s.     < 

»a 

7 

c'est-à-dire  les  tensions  de  Félectricité  recueillie  sur  le  second 
plateau,  éloigné  de  sa  base,  sont  croissantes  ayec  l'accroisse- 
ment  du  nombre  des  contacts.  Gomme  d'ailleurs  la  tension  de 

l'électricité  originaire  indeficiente   s'  exprime  par  — ,  alors 

8 

celle-ci  se  trouyera  acerue  dans  le  second  plateau,  éloigné  de 
sa  base  aprés  les  n  contacts,  quand  on  aura 

(«) 

e 

,     ou    fn  «I  >(1  —  m^)  A»  . 


«a  < 


AWiaìiii  Scienze  Mai,  e  Fis,  T.  FU.  febbraio  1856. 
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Dans  les  mèmes  circostances,  il  y  aura  le  maximum  J'accrois* 
sement  de  tension  dans  le  second  plateau,  quand  sera 


(0  (I) 

e.  e 


2 


ou  quand  on  aura 


condition  qifi  coincide  ayec  la  formule  (5). 

Pour  faciliter  la  transmission  de  rèlectricite  de  la  source 
primitive  au  premier  condensateur,  et  aussi  de  celui-ci  à  tous 
les  autresy  jusqu*au  dernier  du  sjstème,  il  faut  employer  un 
conducteur  de  seconde  classe.  Ce  moyen  est  indispensable  en- 
tre  la  source  d*électricité  et  le  premier  condensateury  quand 
elle  consiste  en  un  colbent  étectrisé.  Gela  derive  de  la  faculté 
qu'ont  les  conducteurs  liquìdes  d'absorber  l'électricité  des 
corps  isolants  électrisés;  faculté  qui,  pour  la  première  fois,  a 
été  signalée  par  l'illustre  pbysicien  M.  E.  Marianini,  (*)  et  à 
laquelle  on  doit  faire  attentiòn  pour  bien  conduire  les  expé- 
riences  de  ce  genre. 


(')  Memorie  della  Società  italiana  delle  Scienze  ;   T.   XXV  parie 
seconda  — -  Nuovo  Cimenlo  Ì*.  I,  p.  50. 


(51)  

RICERCHE    SOPRA   IL   PIAMETA   GIOVE   FATTE     COLL'   EQUATORIALE 
DI   MERZ   all'osservatorio  DEL   COLLEGIO   ROMAJiO 

DURANTE   L'ANflO   1855 

DAL  P.  A,  SECCHI  D.  C.  D.  G. 


Qneste  ricerche  rìsguardane  tre  capi  prìocipati.  l^Taspelto 
fisico  del  pianeta,  2.''  le  sue  dimensioni  e  quelle  dei  suoi 
satelliti:  3.°  le  posizioni  di  questi  relativamente  al  prima- 
rio. L'ultimo  di  questi  capi  essendo  soggetto  interessante 
esclusivamente  gli  astronomi  non  credo  opportuno  di  darne 
minuto  conto  in  questo  scrìtto,  e  solo  ne  dirò  qualche  cosa 
in  generale,  trattenendomi  più  di  proposito  nei  primi  due. 

L'aspetto  del  pianeta  nel  corso  della  opposizione  e  per  tutto 
il  tempo  delle  osservazioni,  si  è  presentato  in  un  modo  parti- 
colare, cioè  avente  il  suo  emisfero  boreale  tutto  fosco,  e  del 
colore  delFe  fasce  più   scure  ;  cosa   insolita  ,  almeno   per 
quanto  consta  dalle  figure  date  comunemente.  La  sera  del 
1.^  luglio  a  18^  45"^  di  T.  sid.  ne  feci  un  accurato  dise- 
gno, e  presi  anche  micrometricamente  la  posizione  delle  fa- 
sce, donde  mi  accorsi  che  esse  non  erano  simmetriche  coli' 
equatore  ,  cioè  non  aveano  eguale  latitudine  giovicentrica 
nemmeno  quelle  che  sono  le  più  marcate.  La  fascia  boreale 
era  assai  scura,  e  appena  diminuendo  alquanto  della   sua 
cupa  tinta  si  estendeva  fino  al  polo ,  nel  qual    tratto  essa 
non  era  interrotta  che  da  una  piccola  zona  più  chiara  che 
nemmeno  attraversava  tutto  il  globo  ,  ma  appena  una  sua 
metà.  Per  molte  altre  sere  che  osservossi  Giove,  ad  occa- 
sione delle  misure,  continuò  simile  apparenza  finché  talora 
comìnciossi  nel  segmento  oscuro  a  vedere   qualche    tratto 
più  lucido.  Avendo  comunicato  la  cosa  al  celebre  Sig.  Da- 
wes,  questi  mi    disse   aver   osservato  il  fenomeno  ,  e  per 
giunta  molte  strie  assai  minute  nel  segmento  fosco.  Non  è 
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dimostrato  però  che  gli  emisferi  del  pianeta  osservati  da  noi 
due  fossero  identici ,  né  fu  fatta  speciale  attenzione  alla 
sua  rotazione.  Avendo  però  ripigliato  di  nuovo  con  più  at- 
tenzione le  osservazioni,  vidi  facilmente  queste  minute  strie 
coU'ingrandimpnto  di  200  volte  nel  crepuscolo  col  grande 
equatoriale,  e  al  minore  strumento  del  meridiano  :  ma  per 
vederle  di  notte  scura  nell'equatoriale  era  mestieri  adoprare 
debole  ingrandimento  e  diminuire  la  luce  con  un  diafram- 
qua  messo  avanti  V  obiettivo.  Questo  pure  suole  avvenire 
per  le  macchie  di  Venere  che  con  forte  luce  e  potenti  in- 
grandimenti sono  meno  discernibili.  Da  questo  fatto  ancora 
si  comprende  perchè  siano  sfuggite  certe  minutezze  dell' 
anello  di  Saturno  a  diversi  astronomi  forniti  di  riflettori 
di  gran  luce.  Queste  fasce  secondarie  nella  calotta  del  pia- 
neta sono  però  adesso  assai  più  vive  di  prima,  giacché  sono 
state  veduta  anche  da  diversi  al  primo  appressar  dell'occhio 
allo  strumento,  p  a  notte  avanzata,  onde  credo  probabile  che 
al  principio  di  luglio  passato  non  esistessero,  ma  non  é  me- 
raviglia che  usando  io  sempre  fortissimi  ingrandimenti  non  le 
abbia  potute  riconoscere.  Sul  fine  esse  erano  almeno  tre  molto 
ben  distinte;  e  di  colore  cenericcio  in  fondo  rossastro  :  l'è* 
stremo  polo  del  pianeta  seguitando  ancora  ed  esser  scuro.  Tre 
tinte  potevano  comodamente  distinguersi  sul  pianeta  :  un 
giallo  verdino  nelle  fasce  lucide,  un  giallo  rossastro  gene- 
rale sul  cui  fondo  sono  le  fasce  oscure  di  fosco  colore  ora 
plumbeo  ed  ora  violaceo  sporco.  É  notissimo  che  tali  fasce 
sono  variabili,  ma  é  notabile  la  mancanza  di  simmetria  in 
questo  pianeta  come  pure  in  Saturno,  ed  in  Marte;  ed  è  già  ri-- 
conosciuto  da  un  pezzo  che  anche  sulla  Terra  medesima  le 
zone  dei  venti  alisei  le  quali  secondo  diversi  autori,  produr 
devono  sulla  sua  superficie  veduta  da  lontano  l' aspetto 
delle  fasce  di  Giove,  sono  ancor  esse  non  simmetriche;  onde 
abbiamo  qui  un  fatto  ormai  generale  nel  sistema  planeta- 
rio che  potrebbe  forse  avere  una  causa  cosmica  comune  in« 
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dipendente  dai  pianeti  particolari,  e  piuttosto  in  relazione 
colla  distribuzióne  dei  corpi  celesti  e  del  calore  nello  spa- 
zìOy  onde  non  è  inutile  farvi  qualche  attenzione. 

Più  positive  e  più  interessanti  per  la  scienza  sono  le  ri- 
cerche sul  secondo  punto,  cioè  intorno  allo  schiacciamento  e  al 
diametro  del  pianeta.  Si  possono  vedere  in  Lalande  Astr. 
T.  3.  pag.  335^  n.""  3345  i  risultati  diversi  degli  antichi 
osservatori.  Tra  i  moderni  Maedler  e  Beer  nei  Fragments 
ceksies  pag.  145.  Arago  ed  altri  hanno  dato  valori  diffe- 
renti. Le  osservazioni  più  accreditate  e  più  l'ecenti  a  mia 
notizia  sono  quelle  di  Struve  nelle  Memorie  della  Società 
Astr.  di  Londra  Tom.  Ili,  pag.  301  riportate  da  I.  Hers- 
chel  nei  suo  trattato  Outlines  of  Astr.  n.^  512.  Tuttavia 
pare  che  questi  risultati  non  abbiano  appagato  gli  astrono-* 
mi,  perchè  vedo  che  a  Greenwich  nel  tomo  delle  osserva-; 
zioni  del  1851  pag.  52  sono  ritornati  sullo  stesso  soggetto, 

e  ottenuto  un  viilore  diverso  da  quello  di  Struve,  assegnane 

1 
do  allo  schiacciamento  xj-^y  mentre  Struve  dà  per  rapportò^ 

100  ^1 

degli  assi  -Trr—  il  che  porta  circa    —  . 

Le  nostre  osservazioni  sono  in  tutte  64,  e  vennero  fa(t6 
in  nove  giorni  diversi,  alcune  prima  dell'opposizione,  altre 
nel  giorno  dell'opposizione  e  nei  due  immediatamente  pre-^ 
cedenti  e  seguenti,  e  finalmente  alcune  altre  molto  tempo 
dopo  l'opposizione,  per  esaminare  precisamente  l' influenza 
della  fase.  Le  misure  originali  saranno  date  in  altro  luogo; 
qui  basterà  esporre  i  risultati,  corretti  della  refrazione  , 
della  fase,  e  ridotti  alla  distanza  media  di  Giove  dal  Sole. 

Essi  sono  i  seguenti  : 

100 
Diam.  Equat.  =38".3070r±:0.  0132.  Rapp.dei  due  assi  ttutt^ 
^  ^'^  106.66 

1 

Diam.  polare  =  35.  9151±0.  0215.       Schiacciatocnto  tt-ttt- 
*^  16.0j 
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Questi  risultati  differiscono  poco  da  quelli  di  Struve ,  il 
quale  dà  per  Tasse  equatoriale  38'',  327.  L'incertezza  che 
regna  ancora  sarà  diffìcile  farla  svanire  completamente,  e 
ciò  per  le  difficoltà  inerenti  alle  misure,  le  quali  non  sono 
poche  benché  possa  parere  altrimenti  a  chi  non  ha  molta 
pratica.  Io  ho  procurato  sempre  di  usare  il  massimo  ingran- 
dimento di  1000  volte  ,  col  quale  non  solo  il  pianeta,  ma 
anche  i  satelliti  sono  terminatissìmi  e  decisi ,  ed  ho  usato 
di  mettere  i  suoi  orli  al  contatto  dei  fili,  operando  sempre 
per  misure  doppie,  e  facendo  la  debita  correzione  per  la 
grossezza  dei  fili  stessi.  Ma  ad  onta  di  tali  cautèle,  sempre 
rimane  qualche  indecisione  nel  punto  di  contatto,  per  es- 
ser la  luce  del  pianeta  molto  debole  agli  orli,  e  meno  assai 
che  al  centro.  Queste  differenze  sono  state  trovate  maggiori 
nelle  misure  delle  diverse  sere,  che  tra  i  risultati  parziali 
di  una  sera  stessa.  La  ragione  di  tal  fenomeno  parmi  po- 
terla ripetere  dallo  stato  dell'iitmosfera  la  quale  colle  sue 
oscillazioni  dà  una  diffusione  maggiore  o  minore  aU*imagi- 
nc,  e  infatti  le  minori  divergenze  si  aveano  quando  Taria 
era  tranquilla.  Da  ciò  si  vede  che  è  facile  che  le  nostre 
misure  pecchino  un  pochino  in  eccesso  anziché  in  difetto. 
L'  errore  probabile  di  una  osservatione  isolata  é  0".  119. 
Ho  indicato  i  limiti  di  incertezza  del  risultato,  il  quale  é 
maggiore  per  l'asse  polare ,  perché  soggetto  maggiormente 
alla  oscillazione  atmosferica.  L' equatoriale  é  più  facile  a  ' 
misurarsi  con  molta  precisione  perché  meno  turbato  dalla 
refrazione  e  in  ascensione  retta  si  misura  assai  bene  atteso 
il  moto  equabile  della  macchina  mediante  l'orologio.  È  inutile 
l'avvertire  che  il  cannocchiale  ha  9  pollici  di  apertura  libera, 
usata  sempre  senza  diaframmi,  é  circa  14  piedi  di  lunghezza, 
che  il  micrometro  é  un  capo  d'opera  di  lavoro;  solo  dire- 
mo che  avendo  trovato  poco  ferma  la  maniera  con  cui  era- 
no stati  fissati  i  fili  dall'artista,  noi  da  principio  appena  rice- 
vuto lo  strumento  la  migliorammo  forando  la  piastra  da  parte 
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4  parte  9  ^  parsati  per  i  fori  i  fili  4i  ragno  1%  fermanoie  con 
flpdp  nmlic?  poiteriorm^nte  alla  piastra  ates^a  col  che  si  ebbe 
in  4II0Ì  perfetta  stabilità ,  e  insienie  si  eTÌtò  ogni  perìcolo 
«:be  la  cena  venendo  a  toccare  i  fili  dell'  altra  piastra  po- 
tesse saMverli  in  modo  alcuno  all'atto  del  suo  scorrere  sa 
«  giù* 

Oltfe  il  pianeta  ho  misurato  i  diaipetrì  dei  sutalUti  t  e 
q>eciabnente  del  terso  che  é  il  [HJf  grande  degli  altri,  e  da) 
^onfropto  del  cui  diametro  facilmente  si  deduce  quello  de* 
gli  altri  :  ma  i  numeri  che  qui  do  sono  solo  quelli  dati  da} 
micrometro,  e  cmnbinano  assai  bene  colla  stima  delle  gran- 
^exse  relative:  del  terzo  satellite  ho  fatto  più  misure  in  6  sere 
quelle  del  quarto  solo  2. 1  risultati  ottenuti  sono  i  seguenti; 

Satellite  I.^  diam.»  =  (T,  939  j 

i>       !!.•  »      =0",909j 

»      III.'  »      =1%562Ì 

>,      ly.*  »      =r,450. 

I  dischi  di  questi  satelliti  sono  prepisi  oltre  ogni  credere, 
e  perfettaipente  distinguibili  dal  disco  spurio  delle  stelle: 
ì)  terzo  p  il  quarto  benché  quasi  eguali  in  diametro  pure 
sopo  assai  diversi  di  luce ,  cosa  già  ^vv^ertita  da  W.  Her- 
scel,  ^a  difficilmente  riconoscibile  nei  canpocchiali  ordi- 
narli a  mediocre  ingrandimento.  Queste  diversità  di  dia- 
metro e  di  luce  so^o  tali  che  dopo  presa  qualche  pratica  sono 
«tato  solilp  riconofcere  i  satelliti,  e  distingiierli  perfettamente 
fenza  V  aiuto  dti  effenperide.  Il  terzo  sateUite  presenta  nel 
campo  raspejtto  di  Marte  veduio  in  un  piccolo  cminocchia- 
le,  asso  vedesi  dichiaratamente  macchiato,  e  le  sue  niacchie 
variano  M  un  |pM>rop  all'  altro  ,  ed  é  questa  una  preziosa 
scoperta  onde  poter  rico^oficere  il  tempo  della  sua  rivolu- 
zione attorno  al  pianeta  prjimiurio. 

Qiieste  pacchie  sono  Aitate  sospettate  dagli  fintici^  astro- 
nomi, ma  finora  nessuno  che  io  sappia  le  ha  positivamente 
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osservate.  Cassini  da  prima,  poscia  Herschel  osservando  le 
variazioni  di  luce  che  offriva  un  medesimo  satellite  men- 
tre compiva  il  suo  giro  attorno  al  primario  ,  osservarono 
che  alcuni  di  essi  mostravano  un  costante  indebolimento  di 
luce,  mentre  arrivavano  in  certa  posizione  della  loro  orbi- 
ta, onde  ne  trassero  due  conseguenze  1.^  chei  satelliti  doveano 
avere  delle  macchie,  e  2.^  che  essi  doveano  rotare  attorno 
al  proprio  asse  nel  tempo  stesso  in  cui  giravano  attorno  al 
primario  (Yeggasi  Herschel,  Transaz.  filos.  1797  pag.  372). 
Le  macchie ,  come  ho  detto ,  sono  state  da  me  e  da  altri 
vedute  distintissime  nel  nostro  refrattore ,  ma  la  seconda 
parte  della  conseguenza  non  sembra  appoggiata  dal  fatto  ; 
anzi  dirò  tutto  il  contrario;  che  il  moto  delle  macchie  la 
contradice  formalmente.  La  prima  sera  che  le  vidi  fu  il  22 
agosto,  in  cui  il  satellite  avea  due  macchie  cenericce  agli 
orli,  una  bianca  verso  Talto,  e  una  rossastra  al  basso  :  al 
26  agosto  alle  ore  19^  20'"  T.  sid.  era  nel  suo  mezzo  una 
macchia  cruciforme,  che  alle  ore  21^  10^"  erasi  spostata,  ed 
era  andata  presso  alForlo  tanto  che  anche  la  sua  figura  ve- 
duta cosi  di  scorcio  era  appena  riconoscibile.  Diverse  altre 
sere  appresso  ho  veduto  le  macchie,  e  nel  9  settembre  ri- 
comparvero le  due  vedute  la  prima  sera  nello  stesso  posto: 
e  ai  21  novembre  potei  riguardare  la  cruciforme  in  mezzo 
al  disco.  L'importanza  del  soggetto  avrebbe  richiesto  mag- 
giore attenzione,  ma  non  ho  potuto  seguirle  più  di  propo- 
sito specialmente  a  cagione  dell'  aria  atmosferica  :  queste 
macchie  é  inutile  sperare  di  vederle  altro  che  quando  l'aria 
è  tranquillissima  onde  l'imagine  del  satellite  rimanga  ferma 
nel  campo  :  ogni  piccola  oscillazione  d'aria,  benché  non  al- 
teri la  sua  forma,  pure  col  semplice  agitare,  tutto  jl  satel- 
lite le  rende  indiscernibili:  ora  è  difficile  che  l'aria  duri 
così  tranquilla  per  molte  ore  di  seguito,  e  bisogna  pigliare 
i  momenti  favorevoli  a  volo.  Adesso  il  pianeta  è  troppo 
lontano  e  in  posizione  sfavorevole  per  poterle  più  osservare. 
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Dalle  osservazioni  però  fatte  finora,  e  dal  confronto  delle 
macchie  che  possoilo  ragionevolmente  credersi  identiche , 
risulta  che  il  tempo  della  rotazione  è  notabilmente  diverso 
da  quello  della  rivoluzione.  Intorno  alla  direzione  dell'asse 
nolla  posso  asserire  per  mancanza  di  osservazioni  abbastanza 
continuate:  io  l'ho  veduto  più  volte  sensibilmente  ovale,  e 
tale  anche  senza  mia  comunicanzione  Tha  veduto  il  P.  Bosa, 
e  mi  sono  assicurato  non  esser  ciò  né  difetto  del'  cannoc- 
chiale né  della  rifrazione  atmosferica  :  tale  schiacciamento 
(che  sarebbe  forte  secondo  le  prime  misure  prese)  prove- 
rebbe pure  una  assai  rapida  rotazione. 

La  difficoltà  però  di  tali  osservazioni  è  estrema,  ed  è  ne- 
cessario differirla  ad  altro  tempo.  Solo  dirò  che  occupato 
in  queste  difficili  misure,  e  sempre  timoroso  dei  cattivi  ef- 
fetti della  diffrazione  nei  fili  del  micrometro  filare,  ho  usato 
ogni  attenzione  per  studiarli,  e  credetti  che  forse  un  mi- 
crometro a  doppia  imagine  potrebbe  esser  preferibile:  sfor- 
tunatamente quelli  conosciuti  finora  non  sopportano  forti 
ingrandimenti,  onde  per  questi  oggetti  sono  inutili.  Ho  ten- 
tato se  potjBSsi  avere  qualche  buon  successo  col  metodo 
dello  spostamento  delle  imagini  che  si  ottiene  mediante  una 
lastra  di  vetro  a  facce  parallele,  introdotta  dentro  il  tubo 
del  cannocchiale  in  modo,  che  intercetti  una  metà  solo  del 
cono  deVaggi  rifratti.  Si  hanno  così  due  imagini,  una  di- 
retta e  l'altra  che  passata  per  la  lastra  viene  spostata  più  , 
o  meno,  secondo  la  sna  inclinazione  :  finché  ho  usato  me- 
diocri ingrandimenti  l'effetto  era  sorprendente,  ma  venuto 
ai  fortissimi,  apparvero  ambedue  le  imagini  allungate  per- 
pendicolarmente alla  linea  di  divisione  del  cono,  onde  non 
potevano  servire  al  mio  scopo.  Queste  prove  sono  state 
fatte  senza  i  mezzi  sufficienti  a  sì  delicate  ricerche ,  onde 
potrebbe  sperarsi  che  in  mano  di  ottici  esperti  questo  me- 
todo, studiato  che  fosse,  divenisse  vantaggioso  ,  e  per  ciò 
solo  l'ho  voluto  qui  indicare  (V.  anche  Comptes  Rendus  de 
VAc.  des  Sciences  de  Paris  Tom.  XLI  pag.  906). 
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Per  ciò  elle  riguarda.  le  posizioai  dei  satelU&i^  noterò  solo 
alcune  circostanze  forse  non  tutte  nuove  ma  non  senza  im- 
portanza. Tutta  la  teoria  dei  loro  movimenti  riposa  sulle 
osservazioni  delle  ecclisst;  ora  essi  sono  estremamente  va- 
riabili in  durata  secondo  i  cannocchiali  y  e  nel  nostro  pel 
4**  Tiramersione  dura  oltre  10  minuti  :  e  per  gli  altri  sa- 
telliti a  proporzione  :  i  passaggi  e  le  distanze  potendosi  os- 
servare con  più  precisione  sono  preferibili»  e  di  essi  ne  hp 
preso  diversi  secondo  cbe  Tbanno  permesso  altri  lavori.  La 
diversa  intensità  di  luce  dei  satelliti  già  accennata  di  so- 
pra può  riconoscersi  magnificamente  quando  passano  sul  di- 
sco, perché  il  4°  apparisce  come  una  macchia  scura  quan- 
do è  nel  centro,  benehò  sia  sulla  fascia  scura,  ed  é  appena  di- 
scernibile sul  pianeta  preso  agli  orli.  Il  terzo  invece  i'  ho 
veduto  più  volte  come  un  punto  lucido  anche  mentre  era 
nel  centro  e  sulla  fascia  chiara.  Il  primo  è  stato  ad  cen- 
tro talora  appena  distinguibile.  Ma  tutti  sono  soggetti  a  va- 
riazioni di  luce  come  è  noto,  e  come  lo  indicano  le  macchie. 

Non  sarà  inutile  aggiungere  qualche  cosa  sul  confronto 
dei  satelliti  con  altri  pianeti.  Osservando  Vesta  in  opposi- 
zione ho  veduto  il  suo  diametro  minore  di  quello  del  pri- 
mo satellite  di  Giove,  e  stimato  circa  ff'jB  i  il  suo  colore 
era  rosso  scuro  :  ma  la  posizione  bassa  del  pianeta  non  ha 
permesso  molto  esame. 

Passando  dai  satelliti  di  Giove  veduti  cosi  nettamente  al 
pianeta  Nettuno,  esso  apparisce  sfumato,  e  come  avvolto  in 
nebulosità  di  un  bel  colore  d'acqua  marina,  che  giustifica 
la  scelta  del  nome  dato  a  questo  pianeta.  La  nebuU^ità  nw 
può  quindi  assumersi  come  imperfezione  dello  ìitrumento  j 
ma  è  reale  del  pianeta  stesso. 

I  diametri  dei  satelliti  dati  da  Struve  sono  rispetAiva- 
mente 

V  =  1",  017  i  2^  =iO",  911  ;  3.»  =  1,  488  j  4."  =  1.  273  : 
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cioè  alquanto  minori  dei  nostri  :    ma  non  è  meraviglia  in 
oggetti  cosi  diiBcili  trovare  qualche  diversità. 

W.  Herschel  dava  pel  3^  satellite  il  diametro  di  1".  6. 
Adottando  i  nostri  valori  (che  pel  3^  specialmente  credo 
assai  esatti,  combinando  anche  con  alcune  misure  prese  dal 
P.  Rosa)  sarebbero  da  aumentarsi  1  diametri  apparenti  dei 
satelliti  veduti  da  Giove,  quello  del  3^  sarebbe  di  18/89, 
e  il  diametro  suo  reale  3545  miglia  inglesi  (di  1609.  3  me- 
tri). La  luna  nostra  é  2158  miglia  é  il  più  piccolo  dei  sa- 
telliti di  Giove  è  ^uasl  eguale  ad  essa.  Il  diametro  di  Ve- 
sta sarebbe  quindi  circa  800  miglia  :  si  può  da  questo  ar- 
gomentare la  piccolezza  estrema  degli  altri  asteroidi ,  es- 
sendo questo  immensamente  maggiore.  Non  deve  ommet- 
tersi  una  riflessione  importante,  ed  è  che  Tirradiazione,  e  la 
diffrazione  possono  qualche  poco  ingrandire  questi  minimi 
dischetti  :  potrà  forse  ciò  riconoscersi  calcolando  i  diame- 
tri dietro  il  tempo  che  impiegano  i  satelliti  ad  occultarsi 
dietro  U  pianeta ,  perchè  allora  l'irradiazione  forse  non  ha 
tanta  influenza  :  alcune  osservazioni  che  già  ho  fatto  a  que- 
sto proposito  saranno  discusse  in  altro  luogo.  Concluderò 
col  dire,  che  la  sera  dell'ultima  osservazione  di  Giove,  es- 
sendo la  sua  fase  avanzata,  si  vedevano  i  due  lembi  del 
pianeta  precedente  e  seguente  assai  diversi  tra  di  loro,  es- 
sendo molto  più  preciso  quello  che  era  rivolto  dalla  parte 
del  sole,  che  l'altro  dalla  parte  della  fase,  onde  può  rico- 
noscersi che  esiste  una  diffusione  di  luce  e  un  crepuscolo 
sulla  superficie  di  Giove  dovuto  senza  dubbio  alla  sua  at- 
mosfera, tal  crepuscolo  però  non  è  tale  da  rendere  indi- 
spensabile la  correzione  della  fase  come  sarebbesi  po.tuto 
sospettare  dietro  ciò  che  si  è  osservato  in  Venere. 

Roma  2  Febraio  1856. 
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SOPRA    LE    FORME    OMOGENEE    A    DUE    INDETERMINATE 

NOTA 
DEL  Sl«.  PROV.  EJVmCO  BETTI. 


Sia  una  Forma  omogenea  di  grado  dispari: 
(1)  ¥(x,  y)  =  «o  x^'^'^^  -4-  ^  ^7"       «I  ^^'^  y 


(2m  H-  l)(2m) 
1.2 


a,  x*'"-«  V*  -H  ...  -*-  a,«^.  v^*"** 


'2 


y   -H  ...-*- aa„^.,  y 


Ponendo 

Po-*- Pi  -*-  •  •    --^Pm  —  «o 

Po  ^o  -*-Pi  «1  -t-  .  .  .  -*-/>«  a^;,  =  a,, 
(2)    ì     Po  ^*o  -^  Pi  a'i  -^  •  •  •  -+-  Pm  «*«  =  «?  J 


avremo  identicamente 

(3)        F(x,  y)  =  |>>  -+-  a.y)*'"^'  -^p.lx  -^  «ly)^'"*» 

Il  Sig.  Sylvester  ha  trovato  che  a^  ,  a,  ,  a»  •  •  •  •  a«  sono 
radici  di  una  equazione  di  grado  m  -m-  1  ,  che  ha  i  coeffi- 
cienti funzioni  razionali  di  quelli  della  forma  (1).  Questa 
equazione  può  determinarsi  nel  modo  seguente. 

Sia  la  equazione,  che  ha  per  radici  oto  9  ctt  ,  «a  .  .  .  0C;„  , 

(4)        oT-^i  ^  B,or  -4-  B^a'"-'  -4-  ...  -4-  B^^,  =0. 

Moltiplichiamo  rispettivamente  la  1%  la  2%  la  3*  ,  .  .  . 
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la  (m  -4-2)'""'«  delle  equazioni  (2),  per  B^+,  ,  B«  ,  B^,.,  , 
.  .  .  B,  ,  ly  e  poi  sommiamole;  moltiplichiamo  la  2',  la  3*, 
.  .  .  la  (m  -f-  3)"""^,  per  le  stesse  quantità ,  e  poi  sommia- 
mole, e  cosi  di  seguito  fino  alle  ultime  in-t-2  ;  osservando 
che  cto  9  Ai  •  •  •  ^m  sono  radici  della  (4),  avremo 


m+l  «„ 


Bm^i  a 


'm-t-t  *•! 


B»,»!  -+-  B^-i  tta 


B^a,  -♦-  B/n-i  «3 


Bia,«^i-H-a;„^j=rO 


(5) 


VB«4.i  «w  -♦-  B,„a;„-Hi-*~B«-,a 


w-na* 


-B.a 


2m*~'~®aw#-l 


Ricavando  da  queste  i  valori  diB^^,  j  B,;» ,  ...  B,  espressi 
per  determinanti ,  sostituendoli  nella  (4)  ,  e  moltiplicando 
per  il  denominatore  comune,  si  ottiene  facilmente  la  equa- 


zione 


(6) 


1  a^        Qi        Aa    .  .  .     am 

«  «I         «2         »3    •  •  •     ^m+l 

Ot^       tta        a.i       «4   .  .  .    a,„^a 


o^"*"'  a„^i  ««^2 


•  •  •    •  *aw#-i 

Facciamo  nella  (3)  la  sostituzione  lineare 


f=0. 


am+i 


(7) 


«I  —  Otj  \  ' 


ìm-t-t 


«1  —  «a  V  ^ 

Ponendo 
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_  («o  —  «■)(««  —  «<) 
'      (a.  —  «,)(«.  —  Ot)  * 

con  facilissime  riduzioni  si  ottiene 


fsl 


Le  funzioni  q^  t  B,  sono  tutte  invarianti.  Infatti,  poniamo 


<Blflt*f4  IsMS 


lai  l=0 


e  applichiamo  questi  siniboli  di  operazioni  differenziali  al- 
le equazioni  (2),  avremo 

^«  ^^i  Po  "^  ^1  'Ji  JPi  '^  •  .  .  -«-  «„^  13,  p„ 


(10)    ^ 


2poao*Ji«o  -+-•    •-^^PiN«i,.ì7i  a„  =  2ai , 


ain-«- 1  a*  -Hi  a*»+ 1 

-♦-  (2m  -♦- 1)  p^  «o  1?,  fo  -^  ...  -+-  (2m-4-l)p;„  «^  ij^  a« 
=  (2wi  -+-  ì)a^  ; 
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»3a  f  o  -^  •  •  •  "^  ^2  l^m  =  (2m  -♦-  l)a„ 


(11) 


2m-«-i  2m-i-i 

«o         *32  Po  "^  •  •   •  "^  «Ili        '32  Pm 

ai»  aiw 

4-  (2m  -f-  l)p^  (Xo  122  ot  -*-  .  .  .  (2m  -*-  ì)p„  oc^  ^2am=0 

Dalle  (10)  si  ottieiie 

(12)  ij,  p,  =  0  ,    >j,  a,  =  1 , 

come  è  facile  a  verificarsi  j  richiamando  le  formule  (2). 
Dalle  (11)  si  ricava  egualmente 

(13)  lOi  pi^  (2m  -«-  l)pt  citj    ^3,  a,  =  —  «',. 
Tutte  le  funzioni  I  che  soddisfano  alle  due  equazioni 

»3.  1=0,     10^  =  0. 

sono  invarianti.  Applicando  i  simboli  )9i  e  i9a  alle  funzio- 
ni (8),  e  sostituendo  nei  risultati  i  valori  dati  dalle  equa- 
zioni (12)  e  (13),  si  ha  facilmente 

»7.  ?0  =  0  ,       »72  ?«  =  0, 

>2i  Ji  =  0 ,    ifc  y^  =  0, 
)?.  B,=0,    >:,B,=  0. 

Dunque  i  coeflScienti  della  forma  (9)  sono  tutti  inva- 
rianti,, che  evidentemente,  quando  li  avremo  ottenuti  espres- 
si per  coefficienti  della  forma  (1),  non  risulteranno  razio- 
nali, ma  funzioni  di  soli  invarianti  razionali. 

Nel  caso  di  m  =  2,  questa  proprietà  si  trova  verificata, 
in  questi  Annali,  in  una  Memoria  del  Sig.Cav.  Fdd  di  Bruno. 

Firenze»  15  gennajo  1856. 
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—  —    —  — _^_^^.^_^_ 

SOPRA    UNA    TRASFORMAZIONE    DELLE    EQUAZIONI 
CARATTERISTICHE    PER    UN   DISCRIMINANTE. 

NOTA  I.* 

DEL  MG.  PROV.  VRAIIVCESCO  BRIOSCHl 


Le  equazioni  caratteristiche  di  un  discriminante,  le  quali 
come  si  è  dimostrato  (*)  si  deducono  dalla  (1)  facendo  nella 
medesima  t  =  0,  1,  ...»  —  1,  possono  venire  trasformate 
nel  modo  seguente  : 

Si  osservi  che  : 

—  »i,r  ^^^ Pr  ^r  */-i  "*"  fr^i  ^r+i  */-a  *"+"  •   •   • 

quindi  fatto  per  brevità  : 

n 


/7 


,''  Pr  da^ 

si  ha  : 

—  Q/  =  «/-i  N^  -♦-  «^.a  N,  -f- .  . .  -4-  ^,  N/-2 

Pongasi  in  questa  equazione  t=  1,  2  ...  m  ;  e  si  scrivano 
le  equazioni  risultanti  sotto  la  forma  seguente  : 


(')  Vedi  questi  Annali  Tasc.  di  genDajo  1856,  pag.  7. 
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n 


_  Q,  «  (m  -  1)N,  ^  ^J^r  -  m  -^l)a  **'' 


da^ 


/i 


-  Q,  =»iN,  -^  (m-2)N.  -^y,(r  _  m  -*-3)  ^^^^  a^,  ^ 


"~  Vm  ""•  ^m-i  -W©  "■*"  *»i-2  ^i  ""*"*  •   •   •  *"*"  ^1  ^m-2 


n 


.^^^(r  _  «  -  1)  ?f:±!=:i  «,_.. 


d^ 
da,  ' 


Si  moltiplichino  ordinatamente  queste  equazioni  per 
e  si  sommino  le  risultanti;  si  ottiene  la  : 

n  \ 

-+-    .  .  .  -4-  (r  -+-  m  —  l)p^  />r-i.m-i  «o  «r-f-w-ij 
=  —  (Qi  JPw-i  «w-i  -*-  Qa  Pm'%  «/«-a  ^  •••  -+"  QmPo«o)- 

Ma  pei  yalori  di  Qi  ,  Q2  •  •  •  Qm  ^l^ti  dall'equazione  (1)  si 
dimostra  facilmente  essere  : 

per  il  che  si  ayrà  : 


m  -+-  l)pw-l  Pr  ^m-l  «r 


-f-  (r  -+-  fn—l)po  Pr-^m-i  «o  «r+»t-i   |=P?«-i  «m-I 

nella  quale  ponendo  m=  1,  -2,  .  .  .  n  —  1  si  hanno  n — 1 
equazioni  che  si  possono  sostituire  alle  analoghe  che  ot- 
tengonsi  dalla  (1)  facendo  in  questa  i=l,2...n  —  1. 

Annali  d»  Sdente  Mai.  e  FU.  r.  ^//.  (ehbrajo  1856.     •  5 
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INTORNO   GLI   INVARIANTI  DEL    TERZO   GRADO 
DELLE   FUNZIONI   OUOGENfiE   A  DUE   IKDETERHJNATE. 

NOTA  2.* 

É  noto  essere  un  corollarìo  della  legge  di  reciprocità 
deirHermite  che  le  sole  fnnzioni  del  grado  Ai  ammettono 
invarianti  del  terzo  grado.  In  questa  nota  espongo  una  re- 
gola semplice  per  determinare  Tinvarìante  del  terzo  grado 
della  forma  n=siii  : 

Indico  con  cc^  rinyariante  quadralieo  della  forma  : 

9  =s  a^  a?»  -*-  ma.  ar-«  y  -h-  .  .  .  -4-  a^  y* 
supposto  m  =  2i  9  cioè  : 

«o  =  «é««  *^  Sia»  ««/^i  - 


•  •  • 


e  rappresentando  con  A(f  )  l'operazione  : 

dp  do  df 

da^  da.  da^-, 

poogo  : 

i  1 

»  II— 1 

Se  con  l3,;i  denotasi  rinyariante  cubico   della    funzione y* 
si  ha  : 

«(n  *—  1) 

—  ....  —  nan^^  «i  -+-  an  «p  . 

Aggiungiamo  ad  esempio  l'invariante  cubico  della  funzione 
di  ottavo  grado. 

I3,S  =  «•  «4  «e  —  4a^  a$  «y  —  4«,  «3  og  -^  12ai  «4  «^ 

—  8ai  (1505  —  80,  «3  a^  — '  23^3  04  «6  *^  36<i3  «4  as 
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Mediante  una  leg^  che  ha  qualche  analogia  colla  supe- 
riore si  ottengono,  per  forme  4i  greéo  pari,  altre  funzioni 
dei  coefficienti  pnre  del  terco  grado ,  ma  che  in  generale 
non  sono  invarianti,  le  qnali  insieme  agli  invarianti  qua- 
dratici e  cubici  entrano  a  formare  i  valori  dei  coeftcienti 
6,  ,  Ca  .  .  .  della  equazione  ai  quadrati  delle  differenze.  La 
legge  a  cui  accenniamo  é  la  secpieate.  Consideriamo  la  for- 
ma y  nella  quale  si  supponga  n  pari ,  e  la  9  nella  quale 

si  supponga  «I  sss  «  ^  <9 ,  (1  numero  pari  <<  — ) .  Sia  «^ 

l'invariante  quadratico  di  9  e  si  formino  le  : 

1  1 

«i  =  27  A(« J  I        ^^  —  ^  ^(**^  .    .    .   «a,  =  A(fl(ai-i)  . 


La  espressione  : 

2f(2#-l) 

2 

è  il  tipo  generale  delle  funcioni  snddette. 
Per  esempio  sqipponendo  «  sa  4  ,  s  ss  2  si  ottiene 

H  «  8I34  ; 

e  neiripotesi  di  n  ss  6  ,  «  =  2  si  ha  : 

H  =  2{a^  a,  a^^ZB^a^g^  —  a^  a^  a^  —  3a^ a^  as 

—  «%  «6  ~  Za\  «4  -4-  2#a  «%  -♦-  2tt,  a\) 

la  quale  espressione  di  terzo  grado  entra  a  comporre,  co- 
me si  è  veduto  sopra,  il  valore  di  C4  coefficiente  del  quinto 
termine  dell'equazione  ai  quadrati  delle  differenze. 

APPENDICE 

Questo  lavoro  era  già  da  qualche  tempo  stato  spedito  al 
Sig.  Prof.  Tortolini,  quando  nei  fascicoli  di  Settembre,  Ot- 
tobre 1855  di  questi  Annali  ho  letto  le  due  interessanti 
note,  del  Sig.  Cav.  Fàà  di  Bruno  ,  sulle  funzioni  simme- 
triche delle  radici  di  una  equazione.  Stante  la  relazione  fra 
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Targomento  della  seconda  di  esse  note,  e  quello  del  lavoro 
che  precede  credo  non  inutile  Tosservare  che  il  Teorema  1.^ 
del  Sig.  Faà  di  Bruno  che  qui  trovasi  applicato  alla  ri*- 
cerca  dei  coefficienti  dell'equazione  ai  quadrati  delle  diffe- 
renze è  una  conseguenza  dell'equazione 


S/£:=«. 


e  come  tale  yenne  da  me  presentato  nella  nota  Sulla  teo- 
rica degli  invarianti  (Giugno  1854).  Ora  aggiungo  che  al- 
lorquando questa  equazione  é  soddisfatta  la  funzione  f  ha 
la  proprietà  che  la  somma  dei  suoi  coefficienti  ni\merìci 
presi  col  rispettivo  segno  é  eguale  a  zero.  II  Teorema  2.^ 
è  sotto  un  certo  punto  di  yi9ta  incompleto ,  mentre  vi  si 
accenna  ad  una  sola  equazione  alle  deriyate  parziali ,  alla 
quale  deye  soddisfare  il  risultante  di  due  equazioni,  men- 
tre debbono  essere  almeno  due  ;  come  ha  enunciato  il  Syl- 
yester  doversi  yerificare  per  un  invariante  qualsiyoglia  co- 
mune a  due  forme  omogenee  a  due  indeterminate.  (On  a 
theory  of  the  Syzygetic  relations  et.  Pbilosophical  Transa- 
ctions.  Part.  3.  1853.  pag.  516).  Io  sono  però  giunto  a  di- 
mostrare che  il  risultante  di  due  equazioni  dei  gradi  m,  n 
soddisfa  ad  m  -^  n  equazioni  alle  derivate  parziali  lineari 
di  forma  affatto  differente  di  quelle  del  Sylvester ,  e  che 
io  credo  essere  le  caratteristiche  per  un  risultante.  Il  quale 
risultato  spero  poter  presto  pubblicare. 

^   22  dicembre  1855, 
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i*aMaMi*i«B 


RICERCHE    ALGEBRICHE    SULLE    FORME    OMOGENEE 
A   DUE    INDETERMINATE. 

NOTA 

DEL  MG.  PROV.  VBANCESCO  BBIOSCHI 


§.  l.""  AdoUaado  Tingegnosa  nolazione  del  Sig.  Ca^ley  f 
indichereino  con  : 

(«o  >  «1  •  •  •  ««)(^,  y)"  ; 

la  forma  omogenea  deirennesimo  grado  a  due    indetermi- 
nate : 

u  =  «0  a?"  -4-  na,  a?""'  y  -*-  ...-+-  a/j  y**. 

Lemma  1/  Sieno  f(xy  y)  ;  tp{Xf  y)  due  covarianti  della 
forma  u  ;  qualunque  sieno  le  costanti  h  j  k ,  la,  formA  se- 
guente : 

flhx  —  kip'iy)  7  hy  -^  *^'(^)  1 

sarà  un  covariante  della  stessa  forma  ti;  cioè  i  coefficienti  ^ 
dello  sviluppo  saranno  tutti  covarianti  di  u.  Questo  teo- 
rema ,  facilmente  dimostrabile  ,  venne  enunciato  dal  Sig. 
Hermite  nella  sua  interessante  memoria  sulla  teoria  delle 
funzioni  omogenee  (*);  qui  faremo  notare  una  importante 
proprietà  dei  covarianti  ottenuti  quali  coefficienti  dello  svi- 
luppo. Pongasi 

F  =  — f(y),   «^  =  f(^)i 

il  coefficiente  del  termine  r  -h  1  dello  sviluppo  sarà  f  non 
tenendo  conto  di  un  fattore  numerico  : 

àr=[.p7\x)'^q(p'(y):\i'-). 
Si  indichi  con  (-j-^)  la  derivata  rispetto  ad  x  della  fun- 


(*)  The  Cambridge  and  Dablìh  Mathematica!  Journal.  May  iS54. 
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zionc  A|.  consideranda  nella  TOedeffluna  le  j^»  ^  qìàsii  eostaft- 
ti  :  si  ha  evidentemente  : 


/  dA^  \        dA^  àp        dA,. 

\  dx  /  dp    dx         dq 


ma  : 

dA,. /  dA^  \         dA^  dp        dA,.    dq 

dx       \  dx  /  dp    dx         da     dx 

quindi  posto  : 


dp  dp  àq  dq 

ed  osservando  che: 

dA,.        /dAr-i\         dA|.         /dA,.., 


dp         \  ex  /  ^       dq  \  dy   * 


si  ottiene  : 


^r+l  =  P 


dA,  dA, 


dx 

4 


^'^-'b-m-^-m- 


Ripetendo  la  operazione  è  evidente  che  posto  : 

dp  dp  dq  dq 

giungesi  alla  : 

.  dA,         dA,        /     dA,.,  dA,-,\ 

A,.,=p^-^,^^-r(p.— .^,,  — ) 

/     dA,-,  dA,-,\ 

Ora  supponendo  chela  funzione  ^(x,  y)  sia  del  grado  <  ri- 
spetto alle  variabili  si  haivao  le  : 


ni) 

dalle  quali  osservando  essere  ^  =  —  a    ^^  hanno  le  : 

"«=(.-*)(.  i^»g).  %-(-•)(.  g-.|) 


essendo  : 


H  = 


d*<>       d> 


ds*     dsdy 

d'f     d^f 
dosdy     dy* 
Si  aTMBDO  quindi  le  : 

ft»  =  (»— 1)/», ,    Hy  —  (»— 1)},  ;    Hp  =5  />, ,    Hf=Bjf, 
ed  e08«ii4o  : 
dA^, 


ip 


9  -r^  ==  (r-i)  V. 


y  -Tt'  =  C(r-l)(*-l)-(i-r-^l)]4rr. 


da?         '    dy 

(sapposto  essere  i  il  grado  del  covariante  f{xy  y))  ;  si  ot^ 
terrà  : 

/A\      A  in  \  ^^r        ,j,  V  dAr        r(t— r-i-1) 

(1)      A,^.  =  n^)  ^  -   ^(y)  ^  ^  _-^    H.  Ve 

nella  qual  forinola  ò  contenuta  la  proprietà  che  si  voleva 
stabilire. 

Lemma  2.<>  Sia  0(a^ ,  a,  ^  ...«;,)  un  invariante  di  gra-' 
do  r  della  forma  u>  e  considerando  una  secopda  forma  : 

/  =  (Co  j  Ci  .  •.  c«)(a:,y)" 
di  i^rada  m  >»  •  ;  si  sQatitniscaao  oiduMtemeiite  neU'iava' 
rìante  f  in  luogo  di  ao ,  a, .  .  .  an  le  derivate  : 

dy.     dy  dy- 

da-  *    dx»-'dy    '  *  ■  *  dy" 
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le  quali  per  breyìtà  indicheremo  con  ce^ ,  «i  .  .  • .  ftii*  La 
espressione  : 

di  grado  r  rispetto  ai  coeflScienti,  e  di  grado  (m — n)r  ri- 
spetto alle  variabili  sarà  un  covariante  della  forma  yi  In- 
fatti, si  indichino  con  P,  Q  ì  simboli  di  operazione  : 

d         ^      d  d 

c^-z H-  2<?|  -= H  . .  .  -+-  mc„,t  j — 

ac,  de,  ac^ 

me,  — -  -»--  (m  —  ^rai *"  •  •  '  -^c, 


dco  dci  ic^-t 

si  avranno  evidentemente  le  :     ^ 

Q(,)  =  ^Q(..)*J-?;Q(..K...-g;QW. 

Ora  : 

ossia 

P(a;.)  =  ra^-,  -^V  ^^    Q(«'-)  *=  (*»-^)«r+i  -+-  ^  ^^ 

quindi 

do        ^     do?  dd}  d^ 

P(9)===a   -i-.^2a,  j^-^-..  . -+- na«.,  j^  -*-yir 
^^'         **  dcci  d«a  da/i  da: 

do         ,       MK      ^9  d?  ^P 

ed  essendo  la  forma  f  quella  di  un  invariante  si  hanno  : 

le  quali  dimostrano  essere  (p{a^ ,  cCi  .  .  .  an)  un  covariante 
della  forma/*. 


•      (73) 
§.  2.°  Si  indichi  con  v  il  determinante 


'Il 


'ai 


11 


la 


U 


aa 


d'u 
nel  quale  Uu  =  v~^  ...  ;  e  con  u>  il  determinante  analo- 

go  formato  colle  deriyate  seconde  di  v.  Il  determinante  v 
è  l'Hessìano  di  u,  ed  il  w  l'Hessiano  di  v,  od  il  post-Hes- 
siano,  di  u.  Il  Caylej  ed  il  Sylvester  già  da  tempo ,  ed  il 
Saimon  recentemente  (*)y  generalizzando  un  teorema  di  ties- 
se; hanno  dimostrato  che  il  post-Hessiano  w  é  esprimibile 
in  funzione  lineare  dell'Hessiano  v  e  della  forma  u.  Se  po- 
niamo per  brevità 

d4u  d^u  d^u 

^•=d^'    ««-TIT3:.-     •«4=  — 


Ax^  dy 
ed  indichiamo  con  B,  G  le  espressioni  : 


dy4 


«o  «4  — 4«,  aa  -«-3a*a  > 


«o       «I       «» 
«1      ^a      «5 

«a      *3      «4 


le  quali  pel  Lemma  2.*^  sono  covarianti  della  forma  u;  la 
espressione  suddetta  pel  post-Hessiano  id  è  la  seguente  : 

(2)  (n  -  2)(ii  —  3)'tD  =  n{n  -  l)(2n  —  5)'C.tt 

—  (n  —  2)(n  —  3)(2n  —  5)B.t?. 

Una  proprietà  analoga    sussiste  per  un  altra   funzione  di- 
pendente dalla  forma  u  e  dal  suo  Hessiano  ed  è  la  : 

0  =  U|,  t?„  H-  Waa  t?i,  —  2u,a  t?„ 

per  la  quale  ho  trovato  sussistere  la  relazione  : 
(3)  (n  -  2)(n  —  3)  6  ==  n{n  -  l)B.u 

Ciò  posto  si  considerino  le  equazioni  : 
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(n  —  1)*  «*j  =±:  n{n  —  1)«  ti,,  —  x\ 

(n  —  1)*  «,  u,  =  n(n— l)u  Uia  -♦-  xyv 

(n  —  1)*  u*,  :e=  n(n  —  l)u  u„  —  y*f? 

le  quali  si  deducono  dalle  notissime  dell'Eulero  per  le  fun- 
zioni omogenee;  e  si  osservi  che  moltiplicandole  ordinata- 
mem%t  per  t^i, ,  •*-  2v,^  9  t)s3  9  e  aommandai  risaltati  n  ha, 
osserraftdo  al  valore  di  d  : 


(4)    (n-l)>-2)(n— 3)V=n*(n~l)*  Bt«»— 2(n  -2)(2n— 5y 
esfendofii  posto  : 


V  = 


0   t«i   u. 


•«,  ©ai   «aa 


Analogamente  alle  equazioni  superiori  si  avranno  le  tre  se- 
guenti : 

(2n  ~  5)*  v\  =5  2(n  —  2)(2ii  —  5)v  t^.a  —  aj'to 
(2n  —  5)'  t>|t7a  =3=  2(n  —  2)(2n  ^  5)«  i?,»  -♦*  a:y  •© 
(2n  ~  5)*  «^  =i2(ii  —  2)(2n  —  5)i7  «,,  —  y^w 

le  quali  moltiplicate  ordinatamente  per  u,i  ,  — 2uia  9  ^%% 
e  sommate  avendo  riguardo  al  valore  di  9  danno  : 

(n  —  3)(2n  —  5)*  U  s=:2n(n  —  l)(2n  —  5)  Bw— n(n— l)iif0 

e  pel  valore  di  i»: 


(5)        (n-2)(n-3)3(2n- 
essendo  : 

U=:- 


5)  U  =  3n(«-l)(n-2)(n-3)Bu» 
-  l)'2(n  -  5)Cu'. 

0     t7|      «a 


«a   «ai   <*23 
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Dai  due  gruppi  di  equazioni  superiori    deducesi  anche  la 
seguente  relazione  : 

(n  — l)*(2n  —  5)'  «*  =  2n(n  —  l)(n  —  2)(2«  —  5)^6 
—  n^{n  —  1)*  u'tD  —  4(n  —  2)'(2n  —  Ò^v^ 

nella  quale 

8  =  V1U2  —  v^Ui  ; 
e  pei  valori  di  Gy  u>  si  ottiene  : 

(6)  (n—  l)*(n  -  2)(n  —  3)^  —  5)d»  ; 

—  n3(n— l)5(2n— 5)ew5  —  4(n-2)"(2n-5y. 

Aggiungiamo  anche  le  seguenti  due  relazioni  facilmente  di* 
mostrabili  : 

(2n  —  5)V,  =  nuw  ,    (n-l)U,  =  2(n  —  2)t>' 
essendo  : 


Vi=- 


0    t#|     Ua 


f?a   ©a,   f?aa 


u.  =  - 


0    t^r     «a      ! 


U,   U,|    U,a 


t<«   U31    « 


aa 


Si  osservi  che  le  U,  Y»  3  pel  Lemma  1.*^  sono   covarianti 
della  forma  «  e  che  supponendo  nel  Lemma  medesimo 

la  formola  (1)  nella  quale  facciasi  r  s=:  1  dà  : 


e  quindi  ponendo 


à» 


dd 


dy  '  da: 


n-1 


d»  d» 

*'=^«'d;~^»d5 

si  ha  pel  valore  di  Y  : 

(7)  (a  -  !)'(«  r-  2)(«  -  3)5. 

—  M,n  —  2)(n  —  3)»'  —  n'{n  —  1)'B«». 


(  76  ) 
Si  osservi  che  le  forinole  trovate  sussistono  qualunque  sia 
il  valore  di  n^  fuorché  per  n  =  2  e  per  n  =  3.  In  quest' 
ultimo  caso  indicando  con  D  il  discriminante  della  funzione 
stessa  si  ottengono  le  : 

« 

to  =  36D  ,    9  =  0, 
e  quindi  : 

2V  ==  —  t?> ,    U  =  —  6'Dtt  ,    J*  =  —  9,36Du*  —  v\ 
22  Dicembre  1855. 


SULLE    FUNZIONI  ISOBARICHE. 

NOTA 

DEL  CAT.  I.  lAA*  ^l  BRVNO 


bell'analisi  finita,  infinitesimale  o  simbolica  egli  arriva 
sovente  d'incontrare  delle  funzioni  razionali  ed  intere  di 
certe  date  quantità  (a^  ai  a,  .  .  .  )  tali  che  in  ciascuno  dei 
loro  termini  gl'indici  di  queste  soddisfino  all'equazione 

(l)  O.fito  -»-  l.a,  -+-  2. «2  -h-  3.ai  -*-  . .  .  =  », 

essendo  («u  ,  a,  ,  «2  ,  6r  )  gli  esponenti  rispettivi  di  {(X^  or, 
cCa  0C3  . .  .  )  ed  m  un  numero  dato  intiero.  L'  impiego  fre- 
quente  di  dette  funzioni ,  che  oggigiorno  si  fa  forse  più 
evidente  ,  mentre  per  lo  innanzi  era  quasi  come  latente 
nell'analisi  in  causa  di  una  inopportuna  disignazione  delle 
quantità,  merita  per  agevolare  il  corso  delle  idee  e  delle 
ricerche,  loro  si  applichi  un  nome  speciale.  Il  Sig.  Cayley 
in  una  sua  lettera  me  ne  propone  uno  che  mi  pare  assai 
conveniente,  quello  cioè  di  funzioni  isobariche.  Chiamando 
perciò  peso  la  somma  dei  prodotti  degl'  indici  delle  quan- 
tità componenti  un  termine  per  i  relativi  esponenti,  si  dirà 
che  una  funzione  razionale  ed  intera  è  isobarica  allorquan- 
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do  il  peso  sarà  costante  per  tutti  i  termini.  Lo  stato  di 
una  funzione  dotata  di  tale  proprietà  potrassi  eziandio  ap.- 
pellare  equipollenza.  Chiamiamo  ancora  fcUtoriale  il  pro- 
dotto 1.  2.  3  ...  2  9  Z  il  modulo  della  fattoriale j  e  funzione 
isobarica  fattoriale  quella  funzione  isobaric^n  cui  siasi  di- 
viso ciascun  termine  per  le  fattoriali  aventi  per  modulo  gli 
esponenti  che  vi  figurano. 

Quanto  siegue  sarà  sufficientei  io  spero,  a  giustificare  la 
utilità  di  tali  denominazioni  ,  e  sopra  tutto  a  far  vedere 
come  d'ora  innanzi  i  calcoli  tutti  abbiano  a  guadagnare  in 
chiarezza,  semplicità  e  speditezza  per  la  considerazione  di 
si  fatte  funzioni,  e  come  alcuni  fra  essi  considerati  finora 
quasi  di  una  impossibilità  pratica  si  effettuino  invece  colla 
più  grande  facilità. 

Notiamo  con  Vn  una  funzione  isobarica  di  peso  n  e  di 
grado  /,  e  con  P%)  una  funzione  isobarica  fattoriale  di 
grado  {,  avremo  perciò  sotto  le  condizioni 

(2)  X| -^  2X, -+- 3X3 -^- .  .  .  =n 

(3)  X„  -+-  X,  -^  X,  -+-  X3  -4-  .  . .  ^  Z 

(4)  I^i-  ICZ"  a/  «^  a 


3 
3  • 


\      i      i      i 
aj"  0/  a^  a^  .  .  , 

(5)  P  ^^^  =  ZC  ^(Xj  n(\)  7t(X,)  7r(X3)  .  .  .  .  ' 

ove  C  è  un  coefficiente  qualunque    differente  per  ciascun 
termine  in  generale,  e  7;(X,)  =  1.  2.  3  ...  i. 

Se  la  funzione  isobarica  fosse  omogenea  la  condizione  (3) 
diventerebbe 

A^j  "  I  "  Aj    '  I'   A^  —+"■  A3  "  i"*  ...    sss  It 

Ciò  posto  si  hanno  i  seguenti  teoremi 

1.^  Sia  (f{y)  una  funzione  qualunque  della  variabile  y  le- 
gata ad  un  altra  x  per  la  equazione  ^  ' 
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si  avrè: 

^ -  D,f  p;,  ^ D?  ,.  p;.,-.  D^  f.  Pf.,  -^...  -D-  <p.  p; 

ove  P%)  indica  in  g^eoerale  una  funzione  isobarica  fetto- 
nale  Mìe  quantità  sknfcoliclie 

Questa  non  é  altro  che  la  formola  da  noi  già  data  in  que- 
sti Annali  (Novembre  1855),  messa  sotto  altra  forma. 
2.*  Supponiamo 

(^(jp)  =  a©  -4-  at  a:  -*-  a,  a?^  -♦-  a^  ap^  -•-  .  .  .  . 

si   otterrà   immediatamente  Io  sviluppo  di  x  mediante   la 
formula 

f(a^  *+-  a,  X  -♦-  a,  x  -♦-  .  .  •) 

Cosi  a  modo  di  esempio  sì  avrà  quasi  istantaneamente  pel. 
coefficiente  di  x^: 

^      M-2.3         1.2.3.4.5' 

Qualora  si  avesse  f (aj  ^=  0*"^  si  otterrebbe  per  lo  sviluppo 
del  poliiioinio  poteumle 

(a„  -4-  a,x  -4-  a^a;'  -*-...)-•  (*) 

f  )  Si  ha  pnre  questo  risultato  singolare  circa  lo  sviluppo  della  fuB- 
lione 

cioè  cbe 

^  =  ^-S(T)('f)'rT)'- 

8.1  5.3  «.3  .   .   .   .  essendo  le  somme  delle  potenze  —1,  — 2,  — 3,  ... 
delle  radici. 


li 
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respressione 

2x-  (mar'  P(\)  ^  m{m  -  l)ar"  Pf„) 

-4-  m(m-l)(m~2)«r^  Pf«j-^-  •  •)  • 
Cosi  per  m=4 ,  nacS  si  ricaverà  ii  coeflScieate 


a  -  -» 


lW.^-^4,5.>,.i-.-.,.jH-S.4.5.%{i^"  *  ^) 

*  2.3.4.5..^-*  ,.2.3.4.5  j^. 
3.  Sia 

9{y)=— 
f 


»  -3 


si  avrà  : 
y  -'2x-|_-  ^,^  P.-^  ^^^  P,       ^^^   P,-^ —^  P.J. 

Se  ora  posto 

X  =22  4^  -4-  ÒiX  -4-  ij^   -4-  ^3^'  .... 

t 
si  volesse  sviluppare  —  secondo  le  potenze  asceodenti  di  x 

si  t)*overebbe  evidentemente  pel  coeflSciente  di  x*  : 

Consideriamo  come  applicazione  l'espressione 
essendo 
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fu  ^=1  a^u"^  -^  tti  M*"'  -^  a^  tt*"*  -4-  ...-*-  ai, 

e  proponiamoci  di  trovarne  il  valore. 
Osserviamo  pertanto  che  si  ha  : 


[Uf*'*"''"'  Uà"'*"''"* 

7x"  ""  7^ 


1 


r«i    •       «»  1 

Ora  è  noto  che  in  generale 

1  .1 

è  il  coefficiente  di  — -. —  nello  sviluppo  di  -^  seconde    le 

1  1 

potenze  ascendenti  di  — .  Facciamo  dunque    — =s  x.  e  la 

U  li 

formola  precedente  agevolmente  ci  darà  : 

j_2Ar--p"  -^-^p*  -<?)p^  ^   1 


o 


Sia  r  =  1  ,  si  avrà  : 


,. = * j-  4-  p..  *  ^  p.-  V  ».r-  i  p-,  1^.  i 


ossia 


d,  =  ^r*oKi  —  «a)  —  *i  «I  «^«  -^  *a  a%J  • 
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Si  trova  cosi  molto  più  facilmente  il  risultato  già  dato  dal 
Sig.  Brioschi  a  tal  proposito  nel  giornale  di  Creile.  Osser- 
verò qni  intanto  che  la  forma  di  determinante  ,  sotto  cui 
egli  pone  à^  non  è  se  non  un  caso  particolare  di  questo 
teorema  da  me  trovato  ultimamente  : 

Il  coeffieienie  di  x*^  nello  iviluppo  di  — *  secondo  le  póten- 

xe  ascendenti  di  x  è  eguale  a  : 


(-1)- 


ii-t-i 


K  «.0  0  0 

K  «.    «,  0  0 

*a  a,     a,  «„  0 

A3  03     o,  a,  a, 


.  .  .  .  0 

I 

.  .  .  .  0 

.  .  .  .  0 

.  .  .  .  0 


in     «/i      0/2-I     <in-%    «/1-3    .    .    .    .   «1 


Tale  formola  permetterà  di  esprimere  esplìcitamente  in  fun- 
zione ài  (b^bt  .  . .  a^ai  .  .  .)    i  residui    di  Sturm    relativi 

(DU 

a  ^  come  farò  vedere  un  altra  volta. 

4.  Quanto  abbiamo  brevemente  indicato  sullo  sviluppo 
delle  funzioni  a  una  sola  variabile  basterebbe  a  dimostrare 
la  «nperiorità  dell'impiego  delle  funzioni  isobariche  a  qua- 
lunque altro  metodo  conosciuto  finora  per  risolvere  una  tale 
questione.  Per  Io  sviluppo  poi  delle  funzioni  a  più  varia- 
bili si  può  dire  che  l'analisi  tace.  Ma  mediante  le  funzioni 
isobariche  esso  si  farà  in  un  modo  di  una  sorprendente  fa- 
cilità,  ed  ignoto  per  Io  passato. 

Sia  adunque  peir  esempio 
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(tó) 

*  f 

*  ==  ?<«,  -^  «'«  -^  «iV  -+-  «"àJ*  -»-  a'<  «y  H-  «^  y» 
r+-  a"'*:»  -H  <  »>  —  a'„xv'  -e  «,„  y»  h-  •"  y«  ^ .,.  ) 
H  coerente  ài  itP  y^  ^e^o  tpUmppo  tara  % 

P'(r>9)  i^iP<^i^o  una  fun^iot^e  isobarica  fattoriale  4i  ptso  p 
f  apporto  ngli  in4ici  superiori^  «^  di  péso  ^  per  rapporto  agli 
indici  inferiori  d^i  coefficienti  di  Xp  y  nella  f. 

I^a  4imQ^ti*azioné  ne  è  ultrèttanto  semplice*  'HR  contenr 
(ero  4i  accpnnurp  ci|e  fai  4oppÌ4  equipollenza  si  deduce 
pambian^o  Xj  y  in  hx  ^  Ay,  che  la  funzione  coefficiente  di 
t^{a^)  oltr^  di  pssfsre  |s<>barici^  sia  fi|ttorii|le ,  si  diniostra 
prendendo 

ffi  aca  «3 .  .  •  indicafhdo  i  polinomj  in  xy  di  grado  1,  2,  S.., 
In  generale  ci6  T^rr^  p^r  qualunque  mimei^  di  varii^bili, 
Si  av|*à  posi  ; 

(p»9»r)  (P»9*r)  ip*9>r)  ^r»^*r' 

pei  copffi^iente  di  afj/^z"  pellp  tiv^hi^  dì 

flA  -K  A'o:  ^  A,y  ^  ,Az  ^  A'V  r+-  A,,  y*  -i-  ,,Aj?* 
rH-  A',  iry  -4-  ,A'«  H-  ,A,  y«  -*-  A' V  ^  A' V 


(p»^»r»«)  (F»^.ri*)  (p»f.r»«) 

pi  coefficiente  di  jd^  y^  z'*  d^  npllo  srfluppo  dì 

^D  -4-  D'x  ^  D,y  -4^-  'Ov  -4-  D  V  -t-  D,^ 


i«» 
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ove  in  generale  Ppqrs.,.  indica  am  funzione  isobarioa  di  peso 

p^q^r^s...  per  rapporto  agli  indici  corrispondenti  alle 
variabili  a;,  y,  z,  t^ .  .  .  e  di  grado  i  per  rapporto  alf  in- 
sieme delle  quantità  che  vi  entrano. 

ESEMPI! 
iper  le  funzioni  -a  due  vaHabUi, 
II  coefficiente  di  x^y  sarà 

il  coefficiente  di  xy^  : 


a',  a» 


il  coefficiente  di  x*  y^  : 


.'a  ^  -»     -'* 


^     ni.  a.  3        4  4  2      / 

'^    'Vi.  2.  3.  4  4  1.2.3/ 

^     '(2)  (4) 

Per  7e  funzioni  a  tre  variabili. 
Il  coefficiente  di  x^yz  sarà  : 
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=  y'A.  ,^!'  ^  fti.(fi!,  A'  -+-  A",  -4-  A',  ,A'  ^  A"  A) 

_H  5,"'A.  (^^^^  -^  A"A,  ,A  -4-  A'A',  ^  -4-  A'  ,A'  A,) 

,^  ^  A"  A.  ,A 
^  5,iv  A.— ^—  . 

5.  L'eqaipoIIenza  da  me  trovata  nella  nota  di  Ottobre 
1855  della  risultante  dall'eliminazione  fra  due  equazioni 
omogenee  a  due  yariabili  si  estende  alla  risultante  dell'eli- 
minazione fra  un  numero  qualunque  di  equazioni  omogenee 
a  pari  numero  di  yariabili.  Inoltre  chiamando  R  questa  ri- 

sultante  ,    ««  «  ;.  ,...o  il  coeflBciente  del  termine  in  jP\fl%''...v* 

>  *  f 

nella  i^  equazione  (l'indice  o  corrisponde  ad  una  qualun- 
que delle  yariabili),  e  ^a^^q^^^  •••  ciò  che  diventa  il  coef- 
lBciente del  termine  simile  dopo  di  aver  cambiato  uua  va- 
riabile in  se  stessa  più  una  quantità  qualunque  nelle  di- 
vejTse  equazioni,  si  avranno  tante  equazioni  della  fornia 

•  P  ^  r  9       A„  ^ 

giacché  sono  le  variabili  meno  una  ;  uno  dei  2  estenden- 
dosi ai  coefficienti  di  una  medesima  equazione,  e  l'altro  a 
quelli  corrispondenti  delle  altre  equazioni. 

Trovo  pppe,  cosa  forse  ancor  nuova,  che  in  generale  es- 
sendo m  i|  grado  delle  equazioni,  ed  n  il  numero  delle  va- 
riabili, il  grado  ed  il  peso  della  risultante  ,  sono  rispetti- 
vamente espressi  da  nm"^'^  e  (n^'l)m'*.  La  dimostrazione  di 
tale  importante  teorema  ,  che  mi  è  sfuggita  per  qualche 
tempo,  non  e  difficile.  Nulla  manca  perciò  per  calcolare 
con  questo  metodo  la  risultante  suddetta. 

6.  Le  funzioni  simmetriche  dell^  radici,  epperciò  gl'in- 
varianti, come  l'ha  dimostrato  pel  primo  il  Sig.  Brioschi , 
sono  funzioni  isobariche  dei  coefficienti.  Tale  proprietà  si 
rileva  facilmente  dalla  mia  nota  (Settembre    1855).    Darò 
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qui  in  ultimo,  come  applicazione  gl'invarianti  primitivi  di 
una  funzione  di  5/  grado,  che  ho  calcolati  ma  senza  molta 
pena. 

7.  Si  calcolerà  facilmente  una  funzione  isobarica  seguen- 
do questa  regola  che  propongo ,  e  potrebbesi  chiamare  la 
regola  ielV anteretro.  Si  prenda  la  lettera  pertanto  Vindice 
eguale  al  peso  ,  per  esempio  ,  Oy,  .  Si  tolga  da  una  parte 
una  unità  all'indice,  e  si  aggiunga  dall'altra  a^  ,  e  cosi  di 
seguito;  e  partendo  del  resto  da  un  termine  qualunque  si 
faccia  avanzare  l'indice  di  una  quantità,  l'etrocedendo  quello 
di  un  altra  di  quanto  ha  guadagnato  il  peso.  Vogliasi  per 
esempio  calcolare  la  forma  dell'io  variante  di  una  equazione 

cubicd 

a^x^  -4-  3a,  jj'y  -+-  Sa»  xy*  -^  a^  y^ 

Il  peso  in  questo  caso  deve  essere  6,  ed  il  grado  4.  Si  parta 
da  a^  a,  a,  a^  per  esempio,  e  si  retroceda  aa  ,  a,  ,  a,  cam- 
biandoli in  a^  a,  a^  ;  bisognerà  d'  altra    parte    aumentare 
qualcheditno  degli  altri  indici. 
Si  avrà  così  successivamente 


«o   *i    *a    «3 

a*i  a^a  (a3  retrocede,  a^  avanza) 

^o  ^^2  (^:)  retrocede,  at  avanza) 

^^1  <>:)  (^3  rétrt)cede,  a^  avanza) 

^'o  ^^3  (^i  retrocede,  a,  avanza) 

Vogliaci  ancora  calcolare  la  forma  delle  funzioni  indicate 
alla  fine  del  paragrafo  2.  Si  otterrà  mano  a  mano,  parten- 
do da  a^4  as 


as  retrocede,  a^  avanza 
a^         id.      ,  a,     id. 


»* 

«. 

«. 

». 

«5 

«I 
»a 

«4 

«3 

». 

«I 
«I 

»» 
«1 

»3 

«3         id.      ,  a^     id. 
a,         id.      ,  a^     id. 


«o  ^i  ^1   <»i  ^2     I    «3  »*•       >  «o     j*- 

a^  Al  a,  ai  aj     >   a,         id.      ,  a^     id. 
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Qaesta  decopiposizione  che  abbiamo  qai  indicata  per  farci 
comprendeM  si  farà  sgeToImeote  eoi  pensiero,  e  quasi  «el 
tempo  richiesto  dalla  scrittara  si  svilupperà  un  coefficientar 
qualunque. 

Invarianti  primitivi  della  funzione  di  5*  grado, 
aafi  -t-  54«<  ■+-  lOcx»  -*-  ÌOdx'  -t-  5««  -+-/ 

Invariante  di  4*  grado. 

I4  =  oy  -♦-  9*V  —  32e*(r  —  ìOabef-^  iaedf  —  t^bede 

—  48(6rf'  -.-  c'«)  —  I6(b'df-*-  ace'}  -.-  12(6«y*-.-  a«d'). 

Invariante  di  S"  grado. 

Ig  =  -.-  27*4  «4  H-  8c«  d*  —  4265  jpf  _21a'c»dy  h-  a'b'e'f' 
.   -i-o»c(i/^-4-746c'(i»e— 81*»«fo3 -4-254 VdV 
-.-  ì^iab'cde'f  —  220aAc'dV-^  ììa'btdef 
—  2(i5/3  -+-  a'eS)  -f-  18(A»d6  h-  c6«») 

—  38(ac<e'  h-  h^dif)  —  Ì7(aéf  h-  o'dy)  -*-  24(a*cM. 
-*-  WiP/')  -*-  38(6V«'  H-  *»(i3«*)  -f-  18(A*<y  H-  «•d4«») 
~  24(ic'(i5  -.-  tfid'e) 

-4-  5(a6»c/^  -.-  a'de^  -*-  12(«»<f  «'  -+-  A  Vd^)  -+-  6(ac'«d4 
H-  Ac4dy)  —  54(aA»c«4  -i-  i4dey)  _  9(aM5e  ^  4^^^ 
H-  3(oA»(i*e»  -♦-  *»c»e30  —  42(a'c«  V  -t-  A'e  V") 
-+-  12(a'c3«^  _^.  o»4dy»)  _4-  5(a*6de4  -1-  bicef*) 
^{a'b'df^  H-  o'c«y*)  —  57(óc4(fc*  -+-  A'cd4«) 

—  30(aAVe/'  -.-  a*A(i*«y)  —  18(aAc5ey-»-  oA'd'e/) 
-*-  93(aied4/  h-  ac4  d«/)  —  42(a6cdV  -♦-  6 V(fc/) 

—  78(aAc*4^  -.-  a\d:^ef)  -+-  116(aAc'(fe3  h-  A»«PeO 

—  5{ab^def  -*-  a'ò«y)  -  34(aò*cdy  -+-  a'c'delf) 
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tnvatianti  di  i2<^  grado* 

-»-  4<6V<«  -+-  é<d6«»)-+-32(i«<(9e*-H**rf»e*)-7a(*«4*-^y<He) 

—  a4cV/«  -H  33We5(fSe  _  234&*c<le5  <+-  lS9A«e4d4«< 
^  866i3eV(*<*  -H  713A4e'4pe«  —  90(a^cd9  -<-  e«4f/) 

—  8a0(acea»e»  -^  b*e'd^ 

—  102((«ft4(l'e9  -^.  6 »cM/)  —  36<oA<ce«  -+•  Wfe</)  -«  4^c<«4 
-♦-  **d<«'/)  -H-  ìZS{ab*dSe*  -f-  i»«5e»/)  -*-  48(oA*(l»#  -*-  *«««'/) 
-.-  292(oc*dV  ->-  AM«P/)  -*  180(a'c<r<(f  -f-  Md/*) 

H-  428(aVd9e»  -+■  é  Vrf'H  -*=  ISifl'bdU'  ^  b'efef) 

^  78(aV<Ì7/'-t-  ocM»/")  -H  3g(d**VM  -*-  JM/'H 
-T  72^^M8/'-f-  tu*tf)  —  4{i$*b'9''ffi  ■*■  b9d'e*f) 

—  16«c*,eV*  -+-  o'i*dif*}  —  22{a*Ad»e*  -1-  b^ehf*) 
*-.  60(o  Vd  V  -t-  4  V«r/«)  -+-  56(a»«rfM  -♦-  AMd/5) 

—  6(a»c*V  r^  a'c^df»)  -♦-  IS^a'iJ?*/'  -•-  abeif*) 

—  (aicV/*  -f-  a'bnd'fi)  —  10(o<<i»««/'-*-  aW<s»/5) 
^  ll(a*i4«»/»  -f.  a'*V/4)  —  56(*c7de»  -<-  4»c<|7«) 

—  354(6«6d  V  -^  b'c^dfìe)  -4-  550(*  Vd'e»  -+-  4«c'dS«») 

—  246(iMd<4  -f-  i4c(|4e*) 
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—  308(oA Vde»  -.-  b^cd^e^f)  —  804(a*c»<i5e»  -.-  6Vd»«/) 
-*-  1246(oAV(i4e»  h-  iMd^'e»/)  -+-  234{aA*cd7/"  -*-  ae7d«*f) 

—  5ì6{ab*cd^e'  -<-  b'tfide'f)  -t-  136(aAc5<fc4  -i-  Ó«cd5e/) 

—  204(aA«c»«4/-  _,-  abidh^f)  —  128(oic«eV  -+-  oA«d6«/) 

—  342(a«6<i»e/'H-  obeH^f)  -*-  206(a4c«d»««  h-  A»c»(i4e/) 

—  652(aA'c»(f  «4  _»-  i««'(i»*»/)  _  590(oA»C(i»««  -4^c«de«/) 
-f-  112(oA«4e/*  -*-  a*beie^f)  —  164(oA»(i5c/"  h-  a»<fc5«»/) 
-+-  394(aA»c»d4/^  -+-  a»c<dV/)  -+-  li{ah^cdfi  -+-  a<«fc5/) 
-^  506(oA«'d7e  —  ic7d'«/)  h-  30(aó«c<e/*  -^-  a»M«e«/) 

—  70(oA'c»d/«  -t-  a»cd5«»/)  _  U(ab^ce'f*  -*-  a*b'iéf) 
-4-  16(oi««i»/»  -4-  a»c»de4/)  —  324(aic5<i»/'  -f-  a'c'd'e^ 

—  gOioA'cV/*  -4-.a*AV«'/)  —  32(a*5d*«/«  h-  a»Ac'«5/) 
-4-  46(aÌ»c»(i'/«  -.-  a  Vd»««/)  -i-  50(aA5(fc»/"  -^  o'6«(je5/) 
-4-  6Ò(a64c'e»/'  -.-  o'i»<r«4/)  —  54{a*Ac»de5  -4-  i5<.8rfeS/) 

—  108(a'c5<iV  -^  a'*c"d5/)  _  14(a'4'c»«»/*  -4-  a'i»d»e»H 

—  294(a'*cd»e»  -4-  bh^deC)  —  28(a'iA^  h-  a*bdhr) 

—  16(o'6  Vd/S  -4-  o4ca'e»/') 

—  54(o'4c4</Y»  -4-  o Vdlc/")  -4-  298(a'6«»d»e4  -,-  *4c»<iV) 

—  50(a»AV(i«/»  -4-  à*eH\Y)  -+-  2(a'A4<fc'/«  -4-a«4'ce4/*) 

—  U{a'b*c'e'f*  -4-  o»A*d*«»^)  -*-  6(a*A'cdV  _^.  iSe'je'H 
-^-  36(o»c4<i«/^  -+-  aHcdif*)  -1-  6(a»A«»d/4  -4-  eficd*ef*) 

—  6(a»4cV^  -+-  a»6'd V)  —  24(a»6cd«6  -4-  A«c(fcf») 
-4-  i2aò*e'd'e*f  -+-  38a*4c<fe4/'  _t-  1078aAc4<i4e^ 

—  714aA  Vd  V/" -+-  82o*6c»(iV  "^  168a*i»c»d*e'^ 

—  132a'i»c<feV  —  4a»6*C(fe'/»  —  ^OaHc'd'ef» 

—  168(ai'c*<i V-4-  abc^d'e'f)  -•-  674(ai'c4<i«V  -4-  a*»c<i4e»/) 
-4-  242(aAc«d«/^  -4-  a'bcd^ef)  —  48(aA4d»ce'/'  -.-  a'b'e^deif) 

—  170(ai»d^c'<;f  -H-  a*ic»d'e»/)  — 48(aA*cd4«/^  -4-  a'iVe'/^) 
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—  2(0* VdeT  -*-  a^'b^cdh^f)  -  iS(abhcd^e^f^  h-  a*4 Vde4/) 

—  170(a^òcVeV-+-aA»c*d8H- 

Parigi  2  Febbrajo  1856. 

SUL  TEOREMA  FONDAMENTALE 

DELUINDUZIONE  ELETTROSTATICA 

NOTA 

DEL  PBOV.  k.  NOBILE 

Tutti  sanno  che,  messo  in  presenza  di  nn  corpo  elettrizzato 
an  conduttore  isolato,  vi  si  svolgono  due  principii  elettrici; 
e  ninno  ignora  che  i  fisici  suppongono  liberi  tali  principii, 
dotati  cioè  di  apparente  tensione,  e  distribuiti  in  maniera 
in  un  conduttore  cilindrico,  che  dal  suo  estremo  prossimo 
alla  sorgente  elettrica  ad  un  punto  medio  più  o  meno  di- 
stante dagli  estremi,  con  ordine  decrescente,  si  trovi  uni- 
camente elettricità  contraria  a  quella  del  corpo  inducente; 
e  che  dall'estremo  remoto  a  quel  punto  medesimo,  del  pari 
con  ordine  decrescente,  vi  si  manifesti  solo  elettricità  del 
medesimo  nome. 

Ma  quelle  due  elettricità,  che  si  svolgon  mercè  1*  indu- 
zione, si  trovan  esso  veramente  libere  e  dotate  di  tensione 
apparente  nel  senso  che  i  fisici  danno  a  queste  parole  ,  e 
distribuite  nel  sopradetto  modo  ?  Questa  fu  la  domanda  che 
a  sé  stesso  fece  il  Melloni  alquanti  giorni  innanzi  che  da 
immatura  morte  fosse  rapito  all'onore  dell'Italia;  e  la  ri- 
sposta che  gli  porsero  le  sue  ingegnose  esperienze  fu  con- 
traria alle  idee  comuni;  imperocché  le  esperienze  mostra- 
rorigli:  esser  dissimulata  l'elettricità  contraria  all'inducente, 
libera  l' omonoma  ;  andar  quella  decrescente  dall'  estremo 
prossimo  al  remoto;  e  questa  del  pari  decrescente  dal  remoto 
al  prossimo. 


SI  fatta  quistidiie  é  aoprsl  AiodQ  irapoFiante,  pcirchà  ai  lega 
ai  fatto  primitiFd  della  elettricità,  ed  al  teorema  faadaineo- 
tale  deireìettrostatica.  E  però  ben  meritarono  della  scienza 
coloro  che  tolsero  ad  esaminarla  unicamente  con  lo  scopo 
di  coglierne  il  vero^  o  almeno  sceverarlo  dal^errore. 

Quando  il  Melloni  palesò  i  suoi  dubbi  intorno  all'antica 
dottiina  testé  riferita^  e  mise  innanzi  qtitl  m¥tf(X  prineipioy 
ìù  Mìe  esitai  punto  ad  abbracciarlo  ,  trattovi  meno  dalla 
forala  degli  esperimenti  alKnopo  invocati,  cbe  da  un  beirac- 
eoidd  dke  scorgeva  fttf  il  medesimo  prineipio  ed  alcuni  fatti 
irrepugnabili,  di  cui  la  fisica  é  dai  gran  iempo  in  po88e»so> 
e  pia  anf oKa  dalbf  possibilità  di  poterlo  ricflivare  «còme  con-' 
aegdenaa  di  questi  fatti  medesimi.  Laonde^  nel  twere  Tdogio 
istorico  dei  Melloni  poco  dipoi  la  sua  morte ,  lasciando  a 
questo  grande  la  gloria  di  essere  slitto  il  primo  a  potrre  in 
eampo  dubbi  f  e  tiehiamafe  V  aUemitiont  de*  fUiei  $u  di  un 
pm$U4f  imporianitssimo  detta  sòienxa  eltttricai  ami  che  quelle 
sue  deduzioni  riemifananf  ndk  dottrine  bene  inten  della  eleU^ 
trieità  ehe  i  find  ehiamanQ  dissimulata}  e,  per  nM  riuscir 
soverchio,  accennai  allora^  in  una  brevissima  notii,  le  pruove 
che  mi  parvero  all'uopo  sufficienti. 

Questa  nuova  dottrina,  nondimeno,  è  stata  impugnata  da 
alcuni  fisici,  e  da  altri  accolta  ed  ampliata;  e  quella  mia 
nota,  ed  un'altra  molto  autorevole,  perche  del  cdebueDcr 
la  Rive,  vennero  pubblicate  in  varie  raccolte  scientifielfef 
e  ristampate  anche  separatamente  come  di  sostegno  alla  me^ 
desima  dottrina.  La  qual  cosa,  indipendentemente  dall'im-' 
portanza  dell'  argomento ,  mi  0a€cia  quasi  nell'  obbligo  di 
svolgere  alquanto  il  concetto  che  allora ,  per  angustia  di 
luogo,  troppo  brevemente  espressi;  di  rammentare  alcune 
nozioni  che  condurrebbero  a  conseguenze  inesatte^  quando 
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non  fossero  intese  nel  Tcro  senso}  e  ài  aggiungere  neyelli 
esperimenti,  che  per  avventura  sembranmi  tanto  ostili  all'an- 
tica dottrina,  quanto  favorevoli  alla  nuova. 

Nella  disamina  delle  esperienze  conosciute  e  de'  fatti  dai 
quali  io  credo  debba  emergere  la  verità  che  si  cerca  ,  io 
non  anderò  punto  oltre  i  fatti  medesimi  e  le  le^  da  cui 
son  governati}  e  farò  astrazione  da  ogni  ipotesi  intorno  alla 
natura  deirelettricitài  ed  anche  dalla  lumiuosa  teorica  elet- 
trostatica deirillustre  Faraday,  da  cui  forse  potrebbe  dedursi 
non  pure  il  principio  che  prendo  a  dimostrare^  ma  eziandio 
ì  fatti  e  le  esperienze  allegate  dal  Melloni.  E  se  talvolta 
userò  espressioni  che  sembrino  aoceofiare  a  talune  ipotesi, 
si  abbian  come  mere  abbreviazioni  di  linguaggio,  che  ram- 
mentino non  altro  che  fatti. 

Se  due  dischi  metallici  isolati,  carichi  entrambi  di  eguale 
quantità  di  elettricità  contrarie,  si  nettano  convenientemente 
in  presenza  l'uno  dell'altro,  e  si  lascino  divisi  da  uno  strato  di 
aria,  o  da  qualunque  altra  materia  isolante;  si  sà  che  questa 
materia  oppone  un  ostacolo  alla  riunione  o  ricomposizione 
de'  due  prìncipii,  ma  non  si  oppone  punto  airazione  per  in^ 
flnenza,  ch'essi  esercitano  l'uno  su  l'altro;  anzi  é  tale  questa 
influenza,  quest'azione  attrattiva  scambievole  delle  due  elet*' 
tricità,  da  vincere  la  resistenza  del  corpo  isolante,  quando 
questa  non  è  forte  abbastanza;  e  rendere  inseDsibile,  quando 
ciò  non  avviene,  la  loro  aziona  su  i  corpi  circostanti,  ce-* 
landok  quasi  del  tutto:  non  altrimenti  che  fanno  due  ele^ 
menti  chimici,  che,  congiunti  insieme,  o  tendenti  a  con- 
givngersi  per  forte  affinità,  non  risentono  le  azioni  minori 
che  esercitano  altri  elementi  su  ciascyno  di  essi  separata- 
mente. Quella  forma  adunque  che  assumono  i  due  principii 
elettrici ,  qualunque  essa  sia ,  quando  esercitano  *  tra  loro 
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un*azione  attrattiva  che  non  yalea  vincere  la  resistenza  ad 
essi  opposta  da  un  coibente  interposto,  e  che  li  rende  im- 
potenti ad  esercitare  manifesta  azione  su  i  circostanti  corpi, 
é  appunto  ciò  che  i  fisici  addimiandKno  elettricità  dissimulata, 
o  nello  stato  latente  e  senza  tensione  apparente:  denomina- 
zione che  esprime  un  fatto,  senza  più.  Ho  voluto  ricordare 
queste  nozioni,  perché  la  più  parte  de'  dubbi  mòssi  contro 
il  nuovo  principio^  panni  che  abbiano  avuto  origine  dall'es- 
sere state  esse  intese  altrimenti ,  non  ponendosi  forse  ben 
mente  a'  surriferiti  caratteri  della  elettricità  dettar  dissina^u- 
lata  j  talché  non  mancano  valorosi  fisici  ,  i  qudi  trovano 
anche  nel  fatto  primitivo  dell'elettricità,  ed  in  tanti  altri 
simiglianti  casi  d'influenza  una  ragicme  per  negare  la  scam- 
bievole dissimulazione  di  una  parte  delle  contrarie  eletricità 
sembrando  loro  incompatibile  dissimulazione  ed  attrazione, 
mentre  tutto  dimostra  che  la  prima  é  una  conseguenza  della 
seconda;  e  che  quanto  più  questa  aumenta  tanto  più  quella 
diviene  estesa. 

Non  sembra  che  sia  essenzial  differenza  tra  elettricità  li- 
bera e  dissimulata,  essendo  entrambe  casi  d' induzione  di 
cui  non  sappiamo  renderci  ragione,  e  l'ultima  di  esse  quasi 
conseguenza  di  forze  contrarie  che  tendono  scambievolmente 
a  dbtruggersi.  E  forse  verrà  tempo  in  cui,  maggiormente 
addentrati  i  fisici  ne'misteri  di  questo  proteiforme  agente, 
sarà  per  disparire  questa  distinzione.  Ma ,  poiché  è  loro 
mancata  la  guida  di  una  teorica  del  tutto  esente  da  obbie- 
zioni, bau  distinta  la  elettricità  in  libera  e  dissimulata,  o 
in  elettricità  di  tensione  e  latente  senza  tensione  apparen- 
te; e  perchè,  d'altra  parte,  bau  riconosciuta  quest'  ultima 
forma  ne'due  dischi ,  nel  quadro  magico,  nella  boccia  di 
Leida,  e  nel  condensatore,,  ne'quali  figurano  sempre  due  con- 
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dattorì  tra  uno  strato  coibente,  era  mestieri  esaminare  se 
le  due  elettricità  che  si  svolgono  in  un  conduttore  isolato, 
in  presenza  di  un  corpo  elettrizzato ,  vi  si  trovino  ambe- 
due sotto  runa  o  V  altra  forma ,  o  ciascuna  in  uno  stato 
diverso. 

Un  conduttore  isolato  ed  un  altro  elettrizzato,  divisi  da 
uno  strato  di  aria,  costituiscono  un  sistema  non  dissimile 
da  cotesti  apparati;  e  però  nella  citata  nota,  dopo  aver  ri- 
cordato tal  simiglianza,  conchiusi  con  le  seguenti  parole  : 
ff  II  vero  meccanismo  della  natura  nelle  azioni  e  reazioni 
»  elettriche  è  involto  in  dense  tenebre  ;  ma  mi  parrebbe 
»  molto  strano  se  si  ammettesse,  nel  caso  della  boccia,  del 
9  quadro  magico,  del  condensatore  ec,  una  reciproca  forza 
»  dissimulante,  che  mantiene  nello  stato  latente  ,  e  senza 
»  tensione,  due  porzioni  di  contraria  elettricità,  e  si  esclu- 
»  desse  del  tutto  nel  caso  testé  allegato.  La  conseguenza 
»  logica  che  emerge  dai  fatti  e  dalle  dottrine  adottate  da 
D  tutti  i  fisici  intorno  all'  elettricità  dissimulata,  indipen- 
»  dentemente  da  nuovi  esperimenti,  é  appunto,  se  una  forte 
»  illusione  non  m'inganna  :  che  il  corpo  inducente  svolga 
»  ed  attiri  sul  corpo  indotto  tanta  elettricità  contraria , 
i  quanta  può  mantenerne  nello  stato  latente  e  senza  ten- 
)»  sione.  )> 

Ma,  indipendentemente  da  cotesta  simiglianza  di  appa-* 
rati,  noi  possiamo  trarre  altre  convincenti  pruove  del  di- 
verso stato  delle  due  elettricità,  se  poniamo  ben  mente  ai 
soli  fenomeni  conosciuti  che  ne  porge  il  caso  in  quistione. 
Ed  invero,  nel  conduttore  indotto  isolato  si  svolgono  i  due 
prìncipii  elettrici,  e  ciò  è  un  fatto  su  cui  non  cade  dub- 
bio alcuno;  ed  é  del  pari  incontestabile .  che ,  mettendo  il 
medesimo  conduttore  in  comunicazione  col  suolo  senza  sot-* 
trarlo  dairinfluenza,  toccandolo  in  un  punto  qualunque,  vi 
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rimane  ìm(o  la  eletirìciià  contraria,  e  vi  rimaM  dissinttla'^ 
ta.  Ora,  ipie»ti  due  fatti^  che  apparentémeQte  sembrano  di- 
vern,  sono  senza  dubbio  dae  simili  casi  di  induzione:  im- 
perocolié  il  mettere  in  comunicazione  eoi  suolo  un  condut*- 
tore  che  troravasi  isolato  ed  indotto,  non  è  altro  che  ag** 
giungere  a  questo  la  massa  della  terra  fonnandone  un  solo 
Morme  x^ondutlore,  che  differisce  dal  primo  semplàcemente 
per  la  forma  e  la  moie.  Il  che  porge  un  forte  criterio  pef 
supporre  in  'ambi  ì  casi  Telettrìcità  contrUria  nel  medesimo 
stato,  eioé  fìssimulata.  Né  il  pian  di  prova  adoperato  alla 
maniera  di  Coulomb^  «he  ci  dimostra  l'elettricità  sensibile 
quando  si  é  distaccato  dalla  parte  prossima  del  conduttore 
indotto,  deve  farci  supporre  altrimenti;  che,  anche  quan* 
do,  coiristesso  '  metodo ,  ci  facciamo  ad  esplorare  il  mede* 
Simo  conduttore  indotto,  dopo  che  fu  messo  in  comunica- 
rione  col  suolo,  troviamo  elettricità  libera  ;  e  nondimeno 
nella  propria  sede  eravi  del  tutto  dissimulata.  Perché  dun» 
que  non  supporre  nell'altro  caso  simile  la  medesima  tra- 
sformazione ?  Perché  non  attribuire,  come  opinava  H  Mel- 
loni, al  predonrinante  principio  contrario  dissimulato*  dive- 
nuto libero,  ciò  che  ci  mostra  il  piano  di  prova  ?  Le  espe* 
rienze  del  Coulomb  rimarrebbero  sempre  quali  documenti 
preziosi  nella  scienza:  se  non  che  una  delle  elettricità  che 
egli  inisurava  dovrebbe  aversi  com^  dissimulata. 

Toma  favorevole  a  farne  supporre  cotale  stato  diverso 
de'due  prinoipii  elettrici  ohe  si  sviluppano  in  un  condut- 
tore isolato  indotto  la  facilità  grande  che  ha  il  princìpio 
omologo  a  venir  dissipato  per  via  dell'aria.  Ed  invero,  se 
i  due  «orpi,  itiduoente  ed  indotto,  subito  dopo  l'influenza, 
si  aUonftanino  fra  loro,  il  principio  contrario ,  non  più  al- 
lora 4egato  0  dissinmlato  neir»Utmo  di  tali  corpi,  diveoen» 


iò  libero  còllie  l^ofiifolò'go  ,  %a  iHogo  la  neòmpùntkm  ,  t 
fetanbeè  iù  eisso  cfpA  mahiera  di  '^gtìi  eletti.  Ma  ,  M^  ^ 
ai  cobf  rariOf  quei  àne  coi^  si  teciM  lungo  tèm{^  in  pte* 
feenza  IHino  deiraltro  prima  di  éefr  opera  a  qUélV  allonta- 
toamentov  se^i  èviAMIi  H  ele^rìcità  contraria  ned^dottò 
dhnostraÉtò  olire  dl!iréinCe  1'  (Éfflu^nzà  una  magj^or  copia  ^i 
lelettHeità  Miolo^a  ^  aMMa  <dis^rsa,  e  elfè  pé*ò  vi  si  Irò* 
vayà  fn  uno  stato  ^ve^o  '^àlH'Àltra. 

D^àfltrà  pai^e,  il  VimAntere  ita  quel  contattóre  la  sola  elet- 
tricità contrària,  quando  lia  amto  hiògo,  senza  più,  la  co* 
juutticaiSibiié  co)  siiólos  è  ezittndio  prtiova  evidente  cite  essa 
Vi  si  t^vairà  sotto  condizioni  divene,  e  ìAìé  vÉa  lol*za9  qua- 
hinque  elk  sia,  Ve  la  riteneva;  e,  poiifliè  in  viirtA  di  cotal 
fbfrtk  ri  Hmine  dissimulata,  è  evidente  che  in  qne^o  slato 
iròvava^  àiKcIie  prima  dt  quella  comiAiicazione.  Quando 
«uà  delle  armature  di  ima  bòccia  di  Leida  ctfrica  è  ìa^ta 
isolata,  e  si  tòcclii  l'altra  cbe  contiene  elettHciifà  il^sifhnu^ 
iata  e  alquanto  di  Ubera;  quest'ultima  è  quella  clie  vi  spa- 
riace,  è  Taltra  vi  irimane  appunto  perchè  dissimulata. 

Aggiungono  forza  a  tali  ragionamenti  i  itoti  fatti  segueiH 
fi.  Bipnabendo  il  conduttol*e  sotto  i^nfluenza^  dopo  cìw  pékr 
|K9co  ^  è  comtinicato  ed  suolo;  se  più  o  meno  ti  isi  alion<- 
Iflni  dall'ìndtittore,  uua  maggiore  o  minore  elettricità  dis* 
simulata  dìvien  Hbera.  Se,  al  contrario,  bì  ritorni  ad  avvi- 
cinare, il  fenomeno  inverso  accade;  e,  se  più  «i  avvicini , 
i'dettficitft  omologa  libera  è  qfuella  che  appare,  ^ntto  pruo- 
và  adtitique  che  l'elettricità  delFinduttore,  ^ìtre  le  fasi  che 
subisce  >per  la  reazione  del  principio  conlriiHo  eccitato  nel- 
l'indotto ,  e^rcifi  du  di  quei^t*  ii^lt)mo  una  for^a  attrattiva 
dissimulante. 

In  fine,  se  i  fisici  chiam^o  dissimulata  quella  elettricità 
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che  rinyiensi  sul  conduttore  indotto,  dopo  che  per  poco  ha 
comunicato  col  suolo;  se  essi  ammettono  le  alternative  di 
una  maggiore  o  minore  elettricità  dissimulata,  secondo  che 
più  o  meno  avYicinansi  i  conduttori;  è  mestieri  ammettere 
la  dissimulazione  nel  caso  di  che  è  parola.  Né  yale  il  dire 
che  il  corpo  indotto  isolato  contiene  allora  anche  Telettrì- 
cita  omologa;  conciossiaché,  oltre  che  in  uno  de*casi  dianzi 
allegati  si  hanno  del  pari  ì  due  prìncipii  in  uno  stato  di- 
verso, ripugna  a  tutti  i  fatti  noti  il  supporre  due  contra- 
rie elettricità  libere  nel  medesimo  conduttore  ,  senza  che 
abbiano  a  neutralizzarsi;  e,  d'altra  parte,  toma  più  razio- 
nale e  d'accordo  co'fatti  noti ,  il  supporre  che  non  abbia 
luogo  questa  unione  appunto  perchè  una  di  quelle  ò  sotto 
l'azione  di  una  forza;  e  che  i  due  principii  elettrici  eser- 
citano tra  loro  una  scambievole  forza  attrattiva  che  ha  per 
conseguenza  la  dissimulazione ,  la  quale  é  quasi  principia 
di  quella  neutralizzazione  che  diviene  estesa  e  perfetta  al 
solo  contatto. 

Le  belle  esperienze  del  chiarissimo  P.  Yolpicelli,  (1)  tra  le 
altre  cose,  benché  più  indirettamente,  conducono  alla  me- 
desima conseguenza  :  imperocché  esse  dimostrano  simiglianti 
fasi  di  conversione  di  elettricità  libera  in  dissimulata  e  vi- 
ceversa, non  con  le  varie  posizioni  dell'indotto  rispetto  al- 
l'induttore, ma  col  semplice  avvicinamento  o  allontanamento 
di  un  terzo  corpo  da  quest'ultimo. 

Le  antiche  esperienze  dirette  a  farne  conoscere  lo  stato 
e  la  distribuzione  de'due  principii  elettrici  su  di  un  con- 
duttore isolato  ed  indotto,  riescono  dubbie,  siccome  avverti 
il  Melloni,  per  le  perturbazioni  che  derivan  dall'inducente, 
determinate  poscia  dal  Yolpicelli,  (2)  e  perchè  non  si  esamina 

(i)  Compte8  Rendns,  T.  XLI,  p.  553. 
(2)  Idem,  T.  XL,  p.  246. 
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lo  stalo  elettrico  dell'indotto  nella  propria  sede  durante 
l'induzione.  D'altra  parte,*  le  nuove  esperienze,  a  cagione 
delle  lamine  comunicanti  col  suolo  di  cui  quel  fisico  fa- 
ceva uso  per  riparare  gli  elettroscopii,  hanno  destato  nelle 
menti  di  alcuni  qualche  dubbiezza  più  o  meno  fondata. 

Giovandomi  di  alcuni  vecchi  apparati  elettrici  che  l'ami- 
cìzia dell'onorevole  P.  Bandiera  volle  mettere  a  mia  dispo- 
sizione, presi  a  fare  alcune  esperienze,  di  cui  ora  riferivo 
le  seguenti. 

Con  intendimento  di  esaminare  lo  stato  elettrico  de'  di- 
versi punti  del  conduttore  indotto,  evitando  appendici  ed 
ogni  altra  maniera  di  corpi  sporgenti,  e  non  avvicinando 
ad  esso  altri  conduttori,  ho  disposto  lungo  il  dorso  di  un 
cilindro  metallico  terminato  da  segmenti  di  sfere,  i  cui  dia- 
metri erano  maggiori  del  diametro  del  cilindro ,  un  certo 
numero  di  piccoli  aggregati  di  polvere  di  licopodio  ben 
secca,  curando  che  questi  aggregati  non  avessero  ad  oltre- 
passare il  punto  più  alto  del  prossimo  capo  :  messo  prece- 
dentemente questo  conduttore  in  presenza  di  un  altro  più 
sottile  comunicante  con  quello  della  macchina  elettrica,  e 
a  una  tale  distanza  da  evitare  che  abbia  ad  aver  luogo  la 
diretta  attrazione  della  polvere,  e  però  il  fenomeno  com- 
plesso che  si  vuole  evitare  e  che  potrebbe  condurre  ad  er- 
rori. Animata  la  macchina,  l'induzione  tosto  manifestasi  col 
sollevamento  o  getti  contìnui  di  polvere,  che  si  vede  solle- 
vare nella  parte  lontana  dall'induttore,  mentre  nulla  vedesì 
nella  vicina  ;  anzi  riesce  talvolta  bello  il  vedere  elevarsi 
quella  finissima  polvere  e  dar  vista  di  pìccole  fontane,  che 
ran  con  ordine  decrescente  dallo  estremo  remoto  dall'indut- 
tore al  prossimo  dove  si  osserva  una  perfetta  apparente  im- 
mobilità. 

Annali  di  Scienze  Mal.  f*  Fis.  T.   VII   Marzo  ISTjO.  ^ 
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10  non  mi  farò  a  trarre  conseguenze  da  qnesta  esperien* 
n  :  imp^rocehé  chiaramente  ella  ne  mostra,  da  nna  parte, 
l*fiffetto  della  elettricità  lìbera;  e  dall'altra  segni  evidenti  di 
uno  stato  elettrico  diverso  fin  presjso  all'estremo  prossimo  , 
dove  col  piano  di  prova  trovasi  sufficiente  elettricià  con- 
traria. 

11  seguente  esperimento,  quantunque  richieda  non  poca  di- 
ligenza e  delicatezza  nel  praticarlo,  nondimeno  più  diretta-^ 
mente  parmi  che  conduca  al  divisato  scopo.  Per  rimuovere 
o  scemare  le  illusioni  che  provengono  dalle  trasformazioni 
phe  subisce  nel  suo  statò  elettrico  il  noto  piano  di  prova  po- 
scia che  viene  allontanato  dall'influenza  dell'inducente,  e  di^ 
staccato  da  alcuni  luoghi  della  superficie  dell'indotto  di  cui 
formava  parte;  e  quindi  per  isfuggiìre  o  menomare  le  ingan- 
nevoli apparenze;  invece  di  iar  uso  del  piano  di  prova  metal- 
1Ì€0|  ho  adoperato  dischetti  di  materie  molto  isolanti,  pi^rcbè 
tali  materia  non  patiscono  I9  medesime  influenze  de'copdut- 
tori;  non  scemano,  an:f i  aumentano  l'induzione,  avendo  esse 
jm  potere  induttivo  maggiore  dell'aria;  e,  di  più,  sono  tali,  da 
prendere  e  ritenere  l'elettricità  libera  solo  in  quei  punti  che 
furono  a  contatto  col  corpo  elettrizzato» 

Con  una  composizione  a  un  di  presso  simile  a  quella  che 
adoprasi  per  formare  il  coibente  dell'elettroforo,  ho  formato 
d^'dischetti  di  piccolissima  spessezza  (circa  mezzo  millimetro) 
e  «K)Uo  piccoli  di  diametro.  Ho  parimente  formato  de'simili 
dischetti  di  zolfo  ed  altri  di  ceralacca,  e  li  ho  situati  per 
mezzo  di  poca  di  quest'ultima  sostanza  alla  estremità  di  al- 
trettante sottilissime  bacchette  di  vetro. 

Facendo  toccare  per  qualche  tempo,  senza  strofinio,  un  di- 
schetto con  una  parte  qualunque  del  corpo  indotto,  ho  sem- 
pre ottenuto,  segni  di  elettricità  omologa. 
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Per  accertarmi  ia  maniera  mollo  senfiiiiiie  Iella  naiura 
della  elettricità  in  tal  modo  comunicata  al  disco,  la  prima 
idea  che  mi  sarse  nella  mente  si  fn  quella  di  conseguire 
le  figure  di  Leichtemberg,  spargendovi  le  solite  polveri  di 
minio  e  zolfo;  ma,  per  la  poca  elettricità  eja  mancanza  di 
più  opportuni  apparati,  non  essendomi  fin  ora  tornato  sod- 
disfacente un  tal  mezzo,  feci  ricorso  ad  un  sensibilissimo 
elettroscopio  semplice  precedentemente  carico  di  nota  elet- 
tricità, e  ad  un  elettroscopio  a  pile  a  secco ,  e  ne  conse- 
guii i  surriferiti  risultamenJLi. 


INTORNO  AD  UN  TEOREMA  DI  AREL 

NOTA 
DEL  SW.  LVI«I  CREMOIVA. 

Il  teorema  del  quale  questa  breve  nota  contiene  una  di- 
mostrazione, venne  enunciato  per  la  prima  volta  da  Abel, 
ia  una  lettera  diretta  ^  Legendre  (^),  e  in  seguito  dimo- 
strato dal  Signor  Rrocb  {**). 

Lemma  1.^  Siano  a^ ,  a^ ,  . .  .  an^i  n  quantità  qualsivo- 
gliano;  oc  una  radice  primitiva  dell'equazione  x'^ — 1=0> 
e 

supposto 

(1)  a^  =  «^ . 

Si  moltiplichino  fra  loro  i  due  determinanti 
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« 

a/2- 

1    ^o    • 

.   a/i-a 

A= 


1  a\  «3 
1  ajaj 


1  «?■'  «"-"  ••««:: 


(*)  Creile,  Jourual  TUr  die  Malhemalik,  Band  6. 
('^)  Creile,  Journal  fUr  die  Matbematìk,  Band.  20. 
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Eseguendo  la  moltiplicazione  per  linee,  ed  avendo  riguardo 
alla  (1),  le  colonne  del  determinante  prodotto  riescono  or- 
dinatamente divisibili  per  6i  ,  $2  -  -  -  On ,  e  si  hm 

11       1       ,  .  1 


DA  «  9,9a .  .  0,, 


1    0Cn^2  0C«-2  '    •    ^/4-a 


i|-i 


1    «i        «?..«? 

ma  il  determinante  che  entra  nel  secondo  membro  di  que« 
sta  equazione  è  evidentemente  eguale  a  (—1)    *     A;  dunque 

9  A  '^9n  =  (-lp""D 

Il  teorema  espresso  in  questa  formola  fu  enunciato  per  la 
prima  volta  dal  Signor  Spottiswoode  (*)  ;  la  dimostrazione 
e  del  prof.  Brioschi,  mio  valente  maestro. 

Lemma  2.^  Si  considerino  le  a^  ,  a.  ,  .  .  an-,  come  fun^ 
?ioni  di  una  stessa  variabile,  derivando  rispetto  ad  esse  il 
determinante  D,  si  ha 

D'  =  D,  -4-  D3 . .   .  Di, 

ove  Dr  à  il  determinante  che  si  ottiene  dal  determinante  D, 
sostituendo  agli  elementi  della  resima  colonna  le  loro  de-- 
rivate.  If  el  determinante  D^  dispongansi  le  linee  (n — r-t-2) 
esima^  (n — r-+-3)esipaa,  .  .  .  nesima,  prima,  seconda,  .  .  .  , 
(n'-r'-^l)esimsi  in  modo  che  riescano  ordinatamente  prima, 
seconda,  .  .  (r — IJesima,  resima,  (r-*-l)esima,  .  .  .  nesima; 
indi  si  dispongano  le  colonne  resima,  (r-4-l)esima,  .  .  ne- 
sima, prima,  seconda,  ,  .  .  (r—l)esima  per  modo  che  diven- 


(')  Creile.  Journiil  fur  die    Matbematik,  B^ind  5i. 
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gano  prima,  seconda,  .  .  *(n— r-+-l)esima,  (n— r-+-2)csima, 
(«— r-4-3)e8ÌBaa,  ....  nesima;  si  avrà 

Dr  =  D. 

dunque 

D'  =  nD,  =  nDa  =  .  .  .  =  nì>„  , 

Lemma  3."  Sia 


H= 


m. 


fHiu 


9o 


n 

Si  può  dimostrare  che  V  espressione  — é  razionale  rispetto' 

a  d".  Infatti^  dopo  aver  divisa  la  seconda  linea  del  de  ter' 
minante  H  per  dy  se  si  moltiplicano  le  colonne  seconda  , 
terza, .  .  .  ultima  per  d" ,  rf"*'  ,  ...  <i'  ;  e  poi  si  dividono 
le  linee  terza,  quarta  .  .  .  ^  ultima  per  d^ ,  d'  ,  .  .  .  ci'*-'  y 
si   ottiene 

^i     ixd"       q^d'^  .  .  jfw-id"-* 

»»a    y^rf"     qzd"  .  .  jo 


H 

d 


1^ 


m;,-,  jf/i-x  rf"  g^ 


?/j-3 


Teorema  di  Abel.   Sia  F(x)  =  0  1*  equazione  risultante 
dalla  eliminazione  della  y  fra  le  due  equazioni  alge))riclie 

y  —  R(a:)  =  0,     q^-^q^y-^  q^V^  .  .  .  -f-  qa-iy""'  =  0 

ove  R(a;)  sia  una  funzione  razionale  ed  intera  di  x  }  q^  , 
9i  ,  .  .  qn~i  n  funzioni  razionali  ed  intere  della  stessa  x , 
nelle  quali  però  i  coeflScienti  delle  potenze  della  yariabile 
siano  quantità  indeterminate,  supposte  funzioni  di  un'  ar- 
bitraria t.  Siano  0^1  f  0C2  f  »  '  oca  ^^  n  radici  dell'equazione 


<«02) 

n 

af  —  1=0,  e  facckisi  ds=  l/^R(ir).  Pel  lemna  1.*"  si  ha 

F(x)  = 


Moltiplicando  le  linee  seconda,  terza,  . .  .  ultima  per  a^ , 
a%,  . .  a/~'  ,  ed  aggiungendo  agli  elementi  della  prima 
colonna  quelli  della  seconda,  della  terza,  .  .  .  dell'ultima 
moltiplicati  per  a^  ,  a*^  ,  . .  a/"S  ©  moltiplicando  quindi 
di  nuoYO  le  linee  prima,  seconda,  ....  ultima  per  ct"^ , 
a/-' ,  ...  o^  si  ha 


(1)  F(X)  =  Or 


posto 

(2)        e^  =  jf^  -4-  j.a^d  -4^  y^a/^^  .  .  .  -f-  ?/,.,  a/-'  d"-". 

Sia  0?  una  qualunque  delle  fi  radici ,  slipposte  disuguali , 
dell'equazione  F(x)  =  0 ,  e  sia  6^  il  fattore  di  F(j;)  che  è 
annullato  da  quella  radice.  Derivando  rispetto  a  è  l'equa- 
zione identica  ¥(x)  =  0,  si  ha  (lemma  2.^) 

K       qÀ       q^d!"  .   .  ja-id"-' 


Ax 


n 


st  0 


ove  A,  ==  -^  d,  j  --p  indica  la  derivata  di  q,  rispetto  aUa 
di  dt 
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sola  i  implicita  tie'coeflicienti.  Trasfoimisi  il  determinante 
neU'eqaazione  che  precede^  moltiplicUndo  le  lìnee  seconda  y 
terza,  .  •  .  .  ultima  per  a^  ,  a*,. ,  .  .  .    a/*"*  ed  aggiun- 
gendo agli  elementi  dell'  ultima   colonna    moltiplicati  per 

a^"''  quelli  della  penultima,  terz'ultima, seconda 

moltiplicate  per  a^"-*  ,  a/-^,  .  .  ct^;  ayendo  riguardo  all' 
equazione  identica  9^  £z=  0  ,  si  ha 


(3) 
posto 


r(x)  ^-nccrtt^  0 


H  =  (-1)' 


Ai       qÀ 


Sia  a  una  quantità  costante,  f{x)  una    funzione    razionale 
ed  intera  di  a;  ;  e  si  moltiplichi  la  (3)  per 


«,(x—  a).dF{fic) 


si  avrà 


n^) 


dx 


nB.f{x) 


i»i'""'T" 


Ur    {x  —  a)d    di  {x  —  a)d.F'(x). 

In  questa  equazione  cambio  la  x  successivamaente  in  tutte 
le  radici  della  ¥{x)  =  0}  sommando  i  risultati    ed  ossero 

Tando  essere  ^  una  funzione  razionale  rispetto  ad  x  (lenn 

ma  3/),  si  ha,  per  noti  teoremi    sullo   spezzamento  delle 
frazioni  ragionali 

VI  f(x)         dx  „       nE(x)f\x)  nn(a)fla) 

^  OL,    (a?-a)d(a;)   di  {x-^a)  d{x)Y{x)       d(a)  F(a) 

1 

indicando  col  simbolo  W<f{^  il  coefficiente  di  —  nello  svi- 

X 


(104) 

lappo  di  f(x)  secondo  le  potenze  discendenti  di  x.  Quin- 
di, integrando  rispetto  a  tj  si  ha 


n^) 


n^) 


>nH(x) 


,4,  Xirr-Tin^=-nr-^T:Firirr* 

^        ^ar  J(x—a)  d(x)  (x—a)d{x)J   ¥(x) 


f{a)  pn1i(a) 

r 


d(a)J    F(a 


dt  -+-  Cost. 


Ora  derivinsi  le  n  equazioni  (2)  rispetto  alla  sola  t;  poi 
si  moltiplichino  le  equazioni  ottenute  dalla  derivazione  , 
ordinatamente  per 


oCi  y    a^  ^ .  .  .  a 


ott  «  a- 


oc 


1-1 


>         «*2  > 


.   •  .  6t 


n      ^   •    •    •   > 


sommando  ciascuna  volta  le  risultanti  si  ha 

,  n-t  ^9,  n^s  d9^ 


'«  ir* 


quindi,  essendo 


dh„.t 


sarà 


n 


nH  =  (-l)«;^^ 


(2^ 


ovvero 


I    CCr" 


nH 


a. 


ii-i 


•    •    ?/l-irf'"' 


«r         7.        qid    .  .  .  qn-zd"-^ 
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e  per  la  (1)  „ 

quindi  la  (4)  diviene 

'    •     (x—a)l/fi{x)  (x-a)[^fi{x)  ' 

_4-  -^IfL  V    1  Iog5»  -*-  Cost.' 

In  questo  risultato  consiste  appunto  ii  teorema  di  Abel. 
Pavia  2  maggio  1856. 


u^njigi; 
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SnR   LÉONARD   BONACCI    DB  PISE   BT   SUR  TROIS  ÉCRITS  DB 
CBT   AVTEUR   PUBLIÉS    PAR   BALTHASAR   BONCOMPAGM 

ARTIGLE    DE   M.    0.    TeRQUEìiH 

Les  coordonnées  du  centre  de  gravite  de  rhomme  rap^ 
portées  à  trois  plans  fixes  yarient  à  chaque  instant.  Lors 
mème  que  nous  nous  tcnons  en  repos,  la  circulation,  la  ré* 
spiration,  tous  les  mouyements  involontaires  de  la  vie  or- 
ganìque  ,  déplacent  ce  point  sans  cesse.  La  ligne  décrite 
par  ce  centre  de  gravite,  depois  la  naissance  jusqu'à  la  mort, 
est  la  trajéctoire  vitale  géométrique  de  chaque  individu.  La 

vitessei  le  —  en  chaque  point  de  cette  trajéctoire  est  sans 

doute  trés-yariable.  Mais  si  Fon  divise  la  longuer  totale  de 
la  trajéctoire  par  le  temps,  soit  par  le  nombre  de  seconde» 
qu'on  a  vécu  depuis  Tentrée  dans  le  monde  jusqu'à  la  sor- 
tie  ,  on  obtient  une  vitesse  moyenne  qui  différe  beaucoup 
d'un  individu  à  Tautre,  d'  un  peuple  à  V  autre.  Il  en  est 
ainsi  de  la  trajéctoire  de  la  vie  intéllectuelle.  Cette  trajé- 
ctoire se  compose  de  pensées  qui  se.  comptent  par  le  nombre 
et  se  mésurent  par  le  temps.  Ce  nombre  et  surtout  le  temp% 
établissent  une  grande  différence  entre  Ics  esprits:  c'est  sur- 
tout la  durée  de  la  pensée  qui  caractérise  les  esprits  supé- 
rieurs.  Buffon  définit  le  genie:  une  aptitude  à  la  patience , 
c'est-à-dire  la  faculté  de  faire  durer  la  pensée,  de  la  main- 
tenir  longtemps  et  avec  intensité  sur  le  méme  sujet.  Sou- 
vent  cette  faculté  de  concentration  intellectuelle  rend  im- 
propre  aux  occupations  vulgaires  qui  exigent  des  pensées 
fugaces  et  multiples.  Il  resulto  de  là  que  des  hommes  su- 
périeurs  passent  souvent  pour  des  niai8  chez  les  hommes 
inférieurs.  G'est  ainsi  que  les  négociants  de  Pise,  compa- 
triotes  de  Léonard,  lui  ont  donne  le  sobriquet  de  Bighela- 

C)  Questo  articolo  del  Sig.  Terquem  si  trova  già  dal  medesimo  pub- 
blicato uei  suoi  NouvelUs  Jnnalet  des  MalhémaliqueSt  Parti,  Noy.   e 
Dee.  1855,  Janvier,  Mars,  Avril,  Mai  1856.  B.  T. 
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ne  (*)  tOQtefob  e'  etait  ao  des  plus  profonda  penseurs  du 
siècle  de  saint  Louis  «I  comme  tei  jasqu*  a  ce  jour  pre- 
sqne  inconnu.  Les  érodits  sayaient  que  Léonard  avait  pro^ 
mmlgiié  et  propagé  la  aumération  et  apporlé  ea  Occident 
l'algebre  des  Àrabes.  Ce  sont  sans  doute  d'irameBses  seryi- 
ces,  mais  qni  n'ont  que  le  nérite  de  l'importation  première. 
Mais  on  ne  se  doutait  gdière  qu'  un  geometre  du  XIIL^ 
sìécle  eùt  dépasaé  beancoup  Diopliante  et  les  Arabes  et  n'a 
èie  dépassé  qiie  par  Fermat  au  XYU/  siécle.  Déoonyerte 
bistorique  que  nous  deyons  aux  perséyérantes  inyéstigations 
du  célèbre  prince  Boncompagni;  découyerte  infiniment  su- 
périeure  à  ces  trayaux  sur  des  ècriyains  obscurs  qu'on  se 
platt  à  tìrer  des  tènébres  du  moyen  àge,  et  qui,  pour  ètre 
publiés  et  illustrés,  n*ea  restent  pas  moina  obscurs.  La  mise 
au  jour  de  trois  écrits  de  Léonard  enricbit  de  faits  pré- 
cieux  les  anaales  de  l'esprit  bumain.  Ce  sont  les  seuls  ou- 
vrages  qui  soient  complètement  publiés.  On  en  connait  sept: 

1.^  Liber  Abbaci  (1202,  et  corrige  en  1228);  c'ést  un  Traité 
d'Arithméiique  et  d*Àlgèbre.  Le  XY*  cbapitre  concerne  Tal* 
gébre  et  a  été  publiè  par  M«  Libri  {Hist.  d$s  sciences  mar 
ihématdques  t.  II,  p.  307,  note  III,  1838). 

2^  PracHca  Ckamttriw  (1220  è  1221);  théorique  et  pra- 
tiqne. 

S.""  Liber  qtULdratorum  ''(1225). e' est  T  oeuyre  principale 
(puUiè). 

4.*  Floe  Buper  9oimii0nibu$  quarundam  qme$tionum  ad  arithr 
meticam  et  ad  geometriam  vel  ad  utramque  pertinentiumy  anlé- 
rieur  à  1225  (publiè). 

5.^**  De  modo  solvendi  questiones  àvium  et  similium  (publiè). 

6.^  Un  conunentaire  sur  le  liyre  X  des  Èléments  d'Euclide. 


(1)  Bighelone  est  peat-ètre  le  synonyme  de  Bonacci  qui  revient  au 
bonaee  fram^ais.  11  est  connu  «ous  le  nom  de  Fibonacci  par  contraction 
de  Fiiins  Bonacci. 
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7.*  Libro  di  merchatanti  detto  di  minor  guisa;  n^existe  plusf 
à  ce  qu'on  sache,  dans  aucune  bibliothèque;  renfermaits  de 
régles  d'alliage  des  métaux. 

Les  trois  écrits,  d°  i^  5^  soni  réunis  dans  un  manuscrit 
du  XY.^  sìècle,  sur  parcbemin,  apparténant  à  la  Bibliothèque 
Ambrosienne  de  Milan  (E,  76yParte  superiore).  La  description 
de  ce  manuscrit  et  des  détails  bibliographiques  sur  tous* 
les  écrìts  de  Léonard  sont  exposés  dans  Fouvrage  suiyant^ 
aree  une  érudition  et  une  éxactitude,  auxquelles  nous  ne 
sommes  plus  guères  accoutumés  : 

Intorno  ad  alcune  opere  di  Leonardo  Pisano  matematico^ 
del  secolo  decimoterzo.  Notizie  raccolte  da  Baldassarre  Bon^ 
compagni^  socio  ordinario  deW Accademia  Pontificia  de'Nuovi 
Lincei.  Roma,  Tipografia  delle  Belle  Artiy  1854.  In-S,  Vili — 
400  pages. 

C  est  là  que  nous  pniserons  des  renseignements  sur  la 
vie  et  les  oeuvres  de  l'illustre  Pisan.  (*) 

Nous  ne  connaissons  d'autres  circonstances  de  la  vie  de 
Léonard^  que  ce  qu'il  nous  en  apprend  lai-nvéme  au  com" 
mencement  de  son  Traiti  de  VAbaque,  et  qu'on  trouve  dans 
l'ouvrage  de  M.  Libri  (Histoire  des  sciences  mathématiques  ^ 
t.  11^  p.  287,  1838).  En  roici  la  traduction  : 

))  lei  commence  le  livre  de  VAbacus  compose  par  Léonard  ^ 
3>  fils  de  Bonacci  de  Pise,  dans  l'année  1202. 

»  Mon  pére  était  constitué  à  Bougie  par  les  marchand» 
»  de  Pise,  comme  grei&er  public  {publieus  scriba)  {*)  à  la 


(I  )  M.  Boncompagirr,  dans  rAvertissement,  page  III^  fait  savoir  qac 
tout  ce  qa'on  trouve  dans  cet  écril  doit  étre  reproduit  dans  un  ou- 
Yrage  plns  vaste  qa'il  se  propose  de  faire  sous  le  titre  :  Della  vita  € 
dette  opere  di  Leonardo  Pisano  et  dont  une  partfe  a  déjà  été  pubiiée  dans 
les  Atti  ielV Accademia  Pontificia  de*  Nuoti  Lincei  9  tomo  V,  anno  V 
(i851— 52),  pages  5— 9i,  208—246. 

(3)  Scriba.    Il  y  en  a  qui  voienl  là  n»  nolalre  :  e'  est   probable- 
nenl  une  éspèce  de  consul  cominerciak 
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»  Doaane  de  Bougie.  Commé  il  y  avaìt  contìnnetlement  af- 
»  fluence  de  commer^aiits  chez  lui,  il  me  fit  venir  dès  mon 
»  enfaDce^  et  Youlut  que  je  restasse  pendant  qaelque  temps 
»  pour  m'appliquer  à  Tétude  de  Vabague^  en  vue  d*un  profit, 
)>  d'une  uUIité  à  venir.  Un  admirable  maitre  m'ayant  initié 
ì>  dans  l'art  des  figures  indiennes,  je  pris  tant  de  plaisìr  à 
»  l'esprit  de  cet  art  que  je  voulus  savoir  tout  ce  qu'on  en- 
fi seignait  là-dcfssus  en  Egypte,  en  Syrie,  dans  la  Grece,  en 
»  Sicìle,  et  dans  la  Provence  (Proventiam),  ayec  les  diverses 
D  variétés.  Ayant  parcourn  auparavant  ces  contrées,  je  m'y 
»  struisis  par  beaucoup  d'  études  et  de  discussions  ,  mais 
»  je  considerai  tout  ceci  et  méme  V  Algorisme  de  Pytha- 
»  ghore  (Pictagorae)  comme  défectueux  en  comparaison  de 
»  la  méthode  indienne.  G'est  pourquoi  ayant  serre  de  plus 
>»  près  cette  méthode  et  étudié  plus  attentivement,  y  ajou- 
»  tant  qnelque  chose  de  mon  propre  fonds,  et  y  appliquant 
D  quelques  artifices  géométriques  d'Euclide,  j'ai  travaillé  à 
»  la  composition  de  cet  ouvrage,  et  pour  ètre  le  plus  in- 
»  telligible  qu'il  m'est  possible,  je  l'ai  divise  en  quinze  cha- 
i>  pitres  distìncts.  J'  ai  tout  donne  avec  des  raisonnements 
«  démonstratifs,  afin  que  ceux  qui  aspirent  à  cette  scien- 
»  ce,  seulement  parce  qu'elle  est  plus  parfaite  que  les  au- 
»  tres,  puissent  s'instruire  et  qu'à  l'avenir  la  gente  latine 
>»   ne  s'en  trouve  pas  dépourvue  comme  jusqu'à  présent.  ^ 

»  Si  par  hasard  je  n'  ai  pas  dit  assez,  ou  tròp,  et  plus 
j»  qu'il  n'est  nécessaire,  je  prie  qu'on  ait  de  l' indulgence 
Tè  pour  moi;  car  il  n'  y  a  personne  qui  n'  ait  quelque  dé- 
3»  fants  et  qui  soit  circonspect  en  toutes  choses  et  par^tout.» 

Léonard  avait  au  moins  une  vingtaine  d'années,  en  écri- 
vant  son  abaque  en  1202,  ce  qui  porte  Tannée  de  sa  nais- 
sance  entre  1170  ou  1180;  on  ignore  l'année  de  sa  nfort.  Il 
y  en  a  qui  le  font  voyager  vers  Constantinople  àia  fin  du 
XIIl/  siécle,  ce  qui  est  impossible.  Quoi  qu'  il  en  soit  il 
est  certain  que  notre  geometre  était  à  Pise  cn  1225,  lors 
du  passage  de  remporcur  Fréderic  II. 
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Ce  souTerain  dédaignant  les  idèes  regnantes,  eanend  des 
croisadesy  projela  l'indépendance  de  l'Italie,  sa  patrie.  Il  eut 
à  combattre  d'ambitieux  compétiteurs,  d'audacieux  pontifes 
romains  el  mourut  à  la  peine.  Malgré  ces  tribulations ,  il 
cultivait  les  lettres,  la  poesie,  et  composa  ud  ouvrage  esti- 
.mé  encore  aujourd'bui  sur  la  chasse.  Aimant  aussi  les  scien- 
ces,  il  eacouragca  les  savants,  et  arai!  dans  sa  suite  deux 
géométres  de  mérite,  à  en  juger  par  le  cboix  des  questions 
qu'  ils  adressèrent  à  Léonard  et  dont  les  réponses  ont  donne 
naissance  aux  trois  écrits  mentionnéa  (3^,  4",  et  5*). 

L*un  de  ces  géométres  est  Jean  de  Palermo.  Le  Uen  de 
SII  naissance  est  la  senle  chose  qu'on  en  connaiase.  Il  a  propo- 
se trois  questions  en  présence  de  TEmperettr;  sorte  de  tour- 
nois  acienliiques,  qui  se  sont  maintenus  jnsqu'aìu  XVIP. 
siede. 

Le  seeond  savant  est  un  nommé  Théodore.  Il  eu4  ^  sou- 
tenir  une  joute  pkilosophique  coatre  un  docteur  de  l'ordre 
des  frèj^es  Prècheura,  premier  nom  des  Dominicains,  fonde 
à  Toulouse  en  1215.  Yoici  comment  le  fait  est  raconté  par 
le  P,  Thomas  Mal  venda  ,  lui-méme  Dominicain  ,  dans  son 
Bistoire  des  frèrt$  PrécheurSy  saus  Vannée  1238  (  Annalium 
Sacri  Ordinii  Praedicaiorum  centuria  prima  A  R.  P.  F.  Tko^ 
ma  Malvenda.  Neapoli  MDCXX  VIL)  C'est  un  trìiit  curieux 
des  moeurs  du  temps. 

«  Le  frére  Roland,  Crémonais  de  nation ,  qui  pas&ait  pour 
»  grand  philosophe  dans  ce  siécle,  était  le  premier  des  frères 
»  Prècheurs  qui  fut  licencié  et  docteur  de  rUniyersité  do 
»  Paris.  II  composa  avec  beaucoup  de  finesse  un  résumé  de 
»  philosophie,  car  il  était  trés^-érudit  en  matiòre&  théologi- 
»  ques  et  pbiiosophìques.  Etani  une  fois  à  Grémone,  il  apprii 
»  de  quelques  frères  Prècheurs,  qui  revenaient  de  Tarmée  de 
»  Fréderic  II,  assiegeant  alors  Brescia  (1238),  que  le  phj- 
»  losophe  de  FEmpereur  les  ayait  embarassés  de  questions 
)»  au  sujet  de  la  philosophie  de  Roland,  sur  lesquelles  ils  ne 


(  HI) 
j>  sayaicDt  pas  répondre.  Enflammé  de  zèle  pour  son  ordre  il 
»  dit:  <c  Préparez-raoi  un  àoe.  »  Gar  il  était  goutteax  et  ne 
D  pouyait  aller  à  pied.  Gela  etani  fait|  aasis  sur  Tane»  il  entra 
»  aceompagné  de  quelques  fréres  Prècheurs  dans  le  camp  et 
»  €ommen<;a  per  demauder  où  était  le  philosophe.  Beaucoup 
»  d'hommes  considérables  qui  connaissaient  et  honoraient  le 
»  philosophe  s'étant  réunis,  et  le  philosophe  étant  appeléi 
D  Roland  lui  dit:  «  A6n  que  tu  saches,  toi,  maitre  Théodore, 
»  que  Tordre  des  fréres  Prècheurs'  a  des  philosophes^  je  te 
M  donne  le  choix,  en  présence  de  ceux-ci,  de  faire  des  obje* 
N  ctions  ou  de  preparer  des  réponses  sur  quelque  partie  de  la 
»  philosophie  que  tu  veuilles.  »  Gomme  Théodore  choisit  les 
»  objeciìQns  de  preference  aux  réponses ,  Roland  retn|iOrta 
»  dans  catte  lutte  remarquable  une  yictoire  glorìeuse,  qui 
ji  fut  pour  l'ordre  un  grand  honneur  et  une  grande  gioire,  n 
(Intorno  ad  alcune  opere  etc.  p,  47). 

Ce  resultai  serait  moins  contestri)Ie,  s'il  était  raconió  par 
une  personne  étrangére  k  X  ordre,  car  les  corporationSi  sy- 
stèrne  d'espriis  concentrés  en  un  seni  esprit  i  possedetti  à 
un  dégré  éminent  Tari  d'arranger  les  faits  >  et  ne  se  font 
pas  faute  d'exercer  cet  art. 

Passons  à  l'analjse  des  Tre  acriUi  :  . 
Le  premier  écrit  est  intitulé  Flos  (p.  l'--44), 

Le  deuxième _  de  Àvibus  (p.  44—54); 

Le  troisiéme Liber  quadratorum  (p.55 — 122). 

£n  tète  du  Flos  on  lit  :  Incipit  Flos  Leonardi  Bigotti  Pisani 
super  solutionibus  quarumdam  questionum  ad  numerum  et  geo- 
metriam  vel  ad  utrumque  pertinentium,  II  est  dédiè  au  cardi- 
nal Raniero  Capocci  de  Yiterbe,  créé  cardinal  au  titre  de 
Sainte  Marie  en  Gosmedin,  par  le  célèbre  pape  Innocent  lU. 
Ce  cardinal,  qui  parait  ayoir  aimé  et  cultivé'les  mathéma- 
tiques  pures,  avait  démandé  à  Léonard  une  copie  de  ses  ou- 
yrages,;  Qttod  meorum  operum  copiam  non  praeceptive,saltim, 
quod  vos  magis  decebaty  sed  simpliciter  petere  fuistisper  litteras 


I 


YtHtae  Sanctitatis  dignatù  «Yous  n'avez  pas  commandé  com- 
»  me  il  appaì*tenait  à  yotre  dignité,  mais  tous  ayez  daigné 
»  demander  simplement  une  copie  de  mes  ouvrages  ».  Il 
Fa  iotitulé  Flos  j  en  honneur  de  Son  Eminence,  rajonnant 
d'une  éloquonce  fleurie  parmi  les  saTants,  florida  clerico- 
rum  ehgantia  radiantibusy  et  aussi  parce  que  plusieurs  qne- 
stions  quoique  épineuses  (nodose)^  sont  exposées  d'une  ma- 
nière fleurie  {floride)}  et  de  mème  que  les  plantes  ajant  des 
racines  en  terre  surgissent  et  montrent  au  jour  des  fleurs, 
ainsi  de  ces  questions  on  en  déduit  une  foule  d'autres.  Il 
fhiit  par  dire  qu'il  se  soumettra  aux  corrections  que  le  car- 
dinal Youdra  lui  indiquer  {et  me  ipsum  correctioni  Domina- 
tionis  Vestrae  affectuositM  supponendo)' 

On  Ut  ensuite  ce  nouyeau  titre:  Explicit  prologusj  incipit 
tractalus  ejusdem.  Geci  a  besoin  d'explication.  Il  paralt  que 
Léonard  mit  par  écrit  les  réponses  qu'il  fit  aux  questions 
de  Jean  de  Palerme  ,  lors  du  passage  de  Frédéric  II  par 
Pise,  et  il  adressa  cet  écrit  à  l'empereur.  {Cum  coram  Maje- 
state  Vestraj  gloriosissime  princeps  Friderice^  magister  Johan- 
nes PanormitantiSj  phylosophus  vester^  ipsis  mecum  multa  de 
numeris  contulisset). 

Le  cardinal,  ayant  eu  connaissance  de  cet  écrit,  en  de- 
manda une  copie.  Alors  Léonard  fit  une  seconde  édition 
sous  le  titre  de  Flosj  qu'il  dédia  au  cardinal,  et  cette  dé- 
dicace  sert  de  prologue  qui  explique  le  titre  Flos  explicii 
prologuSj  et  puis  commence  le  traité,/nci)7ir  tractatus  ejusdem. 

La  première  question  est:  Trourer  un  nombre  carré  qui^ 
augmenté  et  diminué  de  5,  reste  toujours  un  nombre. carré 
(p.  2.).  Léonard  répondit  à  maitre  Jean  que  le  nombre  carré 
osi  : 


(113) 
"■"  -3  ^  144  =  (12)   ' 

Aprés  ayoir  longtemps  réfléchi  sur  la  solution  de  cette 
question,  il  vit  qu'elle  tenail  à  certaines  propriétés  gène- 
rales  des  nombres  carrés,  ce  qui,  dit-il ,  lui  donna  occa- 
sion  de  composer  un  opuscule  sur  les  nombres  carrés  pour 
glori fier  Sa  Majestéy  et  qui  contiendra  les  raisonnements  et 
les  démonstrations. 

Et  cum  diutius  cogiitissem  unde  oriebatur  predictae  questio- 
ni8  aolutiOj  inveni  ipsam  habere  originem  ex  muUis  accidenti-- 
bu8y  quae  accidunt  quadratis  nnmeris^  et  inter  quadratos  nume- 
ros;  quare  hinc  sutnens  materiam,  hbeUum  incepi  componere  ad 
Vestre  Majestatis  CeUitudinis  gloriam^  quem  Libellum  Qua- 
dratorum  intitulavi. 

La  seconde  question  est  géométrique  :  il  s'agit  de  trou- 
ver,  au  moyen  des  quinze  éspéces  de  longueurs  du  X/  livre 
d'Euclide  une  longueur  Xy  qui  satisfasse  à  la  condition 

ar3^2x*-f-10x=20. 

Léonard  démontre  d'une  manière  très-rigoureuse,  qu'au- 
cune  des  quinze  longueurs  Euclidiennes  ne  peut  satisfaire  , 
par  des  considèrations  géomètriques,  que  M.  Woepcke  a  tra- 
duites  avec  intelligence  eu  caractères  algébriques,  qui  don- 
nent  toujours  plus  de  précision  et  plus  de  ciarle  quand  il 
s'agii  de  nombres  {Journal  de  M.  Liouville^  t.  XX.  1855). 
En  Yoicì  la  substance.  La  valeur  de  x  est  comprise  entre  1 
et  2;  donc  x  n'est  pas  un  nombre  entier. 


(M  Noas  noas  servons  de  signeti  actuellement  en  usage. 
ÀnnaH  di  Scienze  Mai.  e  Fi$.  T.  VII.  Marzo  1856  8 
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a 
1/  X  n'cst  pas  non  plus  un  nombre    fractionnaire    ^ 

P 
qu'on  peut  toujours  supposer  irréductible;  ou  on  a  : 


«3       2«*       lOa 


•  A3  ^ 


/33      li'  ^ 

équation  impossible. 

Léonard  se  seri  d*un  mojen  qui  reirient  aa  mème^  nuiis 
qui  est  plus  long.  Il  suit  la  mèthode  des  Arabes  qui  éè- 
composent  la  puissanee  dea  fractkuis  eo  mne  sooune  de  fr»- 
ctions  ordonnées  suivant  la  puissawe  negative  du  dénom- 
nateur.  Par  exemple, 


a  \         «i  «2  «3  «i 


\b }    *"• 


m 


4«f-i  j«i^a 


•    •    • 


4- 


les  a  sont  plus  petits  que  6  »  à  T  exception  des  ol^  ,  qui 
peut  surpasser  b  ;  cela  revient  à  écrire  les  fractions  dans 
un  système  de  nuniératiou  dont  la  base  est  b^  ainsi 

2.°  a;  ne  peut  ayoir  la  forme  (/n,  où  n  est  rationnelte, 

20  —  2x» 
car  a?=  — ^ ^  ;  équation  impossible. 

4 
3/  X  n'est  pas  de  la  forme  ^n;  on  aurait 

3 

n^  -4-  i!  =  2  -    ^** 


10  10    ' 

équation  dont  Euclide  démontre  l'impossibitité  (livre  X,  38). 

ObservaSìon.  D*après  un  tbéoréme  connu  ,  on  peut  dé- 

montrer  directement  que  Téquatìon  donnée,  et  V  équation 

a?4  —  n  =  0 

ne  peuvent  avoir  de  racines  communes.  Ce  méme    mo^en 
de  démonstration  est  applicable  à  tous  les  cas. 


(115) 
4.*  X  ii'a  anemie  des  fomes 


ces  iignes  apotomesj  medialesj  binomtale»  d'Euclide  étant  ex- 
cinese  Léonard  donne^  on  ne  sail  par  quelle  mèlliade,cette 
yaienr  approchée  d'une  tnrprenante  exactìtude  :  (') 

xz^ì.  22'.  r.  42"'.  30»v-  4^.  40^', 

car,  à  la  manière  arabe  il  procède  par  soixtntìèmes. 
M.  Woepcke  troiive 

X  =  1,  368808107821; 
réduite  en  fractions  sexagésimales,  il  trouve 

X  =  1.  22'.  7".  42"'.  33»v.  4^.  38.  5^1. 

Les  30^^  de  Léonard  soni  une  fìaiute  du  copiste  qui  a  mis 
30  au  lieu  de  33»  fante  qui  ae  reprodiut  encore  dans  troìs 
autres  endroits. 

M.  Lebesgue  conjecture  avec  raison  que  Léonard  se  sera 
servi  de  cotte  méthode  suirante  emplojée  depuis  par  Viète. 
L'équation  n'ajant  qu'una  senle  ratine  positive»  on  fait 

r  équation  en  y  n'a  encore  qu'  une  seule  racine  positive> 
dont  on  trouve  facilement  la  partie  entière,  et  ainsi  de  suite 
(Tortolini,  Annali  di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche,  Aprile 
1855,  p.  155.) 

M.  Lebesgue  fait  observer  que  Léonard  a  bien  vu  que 
le  Traité  des  Ineommensurables  d'Euclide  gagnerait  à  étre 
exposé  numériquement.  Non-seulement  il  a  vu,  mais  il  a  fait 
cette  exposition  numérique: 

(')  Qtita  hec  guettio  solvi  tumpotuit  in  sUiquo  svpraseriptorum, 
Uudui  solutionem  eìus  ad  propinquitalem  reducere. 
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Et  quia  difficilior  est  antecedenttum  et  quorumàam  iequen- 
tium  lihrorum  EuelidiSj  ideo  ipsum  X.'"  librum  glosare  incepi , 
reducens  intellectum  ejus  ad  numerum^  qui  in  eo  per  lineai  et 
Muper/icies  demonstratur  (p.  3), 

Aussi  tous  ses  raisonnements  roulent  sur  les  nombres,  qu' 
il  représentait,  il  est  vrai;  pa  des  lignes  ,  n'ayant  pas  en* 
core  des  signes  algébriques  à  sa  disposiiion.  Il  parie  algé« 
bre  comme  Ics  Arabes,  mais  n^  sait  pas  Técrire;  cela  arriye 
méme  quelquefois  à  des  géomètres  de  nos  jours. 

Le  célèbre  arithmologue  de  Bordeaux  établii  les  quatre 
propositions  suivantes  : 

I*     P9  Qj  R9  S,  mj  n,  etani  six  nombres  rationneU  ,  et 

mj  fiy  mn ,  —  n  étant  pas  des  carrés,  1  équatioa 

fi 

P  -^-  Ql/"ni  -*-  Vil/'n  -^  5i/"mu  =s  0 
ne  peut  subsister  à  moins  que  l'on  n'ait 

< 

car  on  déduit  de  cettó  équation 

p»  _H  mQ'  —  n(R'  -h-  mS')  =  2(nRS  —  PQ)!/"»»; 

dODC 

P"  H-  mQ'  =  n(R*  -»-  mS'),  nRS  =  PQ; 
de  là 

(PR  —  mQS)(PS  —  QR)  =  0, 

PR--mQS=0,    PS  =  QR, 

PO'  Q'       /Q\* 


0t 


contraire  à  l'hypothèscj 

PR  =s  «iQS ,  PQR  =  mQ'S  =  «R'S  ,  ^  =  (-)', 
contraire  h  l'h^potbèse. 
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On  ne  peiit  donc  satisfaire  à  V  équation,  qu'en  posani 

P  =  Q  =  R==S  =  0. 

II.  Si  réqnation 

a  ses  coefficienU  rationnels,  a,  fif  y,  m,  n  étant  cinq  nom- 

bres  ratìonnels  j  mj  n^  ^  n'  étant  pas  des  carrés  ,    on    ne 
peut  ayoir 

à  moins  que  /3  ou  y  ne  soit  nul.  En  effet ,  on  a 
x^  =  a,'-*-  /3'l/*m  -+-  y'i/'n  -*-  ì'i/^mny 
x^  =  a"  -+-  ^"i/"m  -^  y^l/*!!  -+-  d'V«»»»>  f 

les  OLy  jSy  y,  d  sont  des  nombres  rationnels. 

Substituant  ces  valenrs  dans  l'èqua tiou  donnèe  ,  et  éga- 
lant  à  zèro  les  coeflScients  des  irratlonnels  et  la  quanfité 
rationnelle,  on  obtient  quatre  èquatìons.  Les  coefficient»  de 
\/'m  et  {/^n  donnent 

^"  ^  A/3'-^-  B^  c=  0, 

de  là 

/3"y  _  ^f  =  0. 

Mettant  ponr  /3"  »  y'^  leurs  yaleurs,  sayoir 

j8"  =  /3(3a*  -f- 1»/3»  -+-  3ny') ,  y"  =  y(3a'  -^  ny^  ^  3m/3") , 

on  obtient 

2j3y(mP'  —  ny')  =  0  , 

on  ne  peut  mettre 


Donc  i'on  a 


^•—0,     ou    y  =  0. 
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III.  Si  l'équatioii 

a3  -4-  A«'  -*-  Bar  ■^-  C  =  0 

n'a  que  des  coefficients  rationnels,  il  n'y  •  pas  de  racine  de 

la  formella -t-^|/m  -t-yl^itt  ^    moina    que  ^  ou  ^  ne 
soit  nul. 

■ 

Gar  on  a 

faìsant  x^  =s  y,  on  trouve 

y3^A.  y^-^-B.  y-h-C'  =  0; 

A,  et  Bi  soni  rationnels. 

Gette  équatìon  n'a  pas  de  racine  de  la  forme 

à  moins  que  /3  et  y  ne  soient  nnls.  Dono  l'équation  D*a  pas 

de  racine  de  la  forala  ^^a -t-- /Sj/^a -<- yv/^  n. 
lY.  Snpposons  yss^O^  riquation 

x^  -4-  Aj?'-4-  Ba:-»-  G  s=  0 

ne  peut  ayoir  une  racine  de  la  forme  a  -«-  ^\^^t  à  moins 
d'  ayoir  une  racine  réelle ,  car  elle  a  aussi  pour  racine 
cc'-^i/'m}  et  a,  par  conséquent,  un  facteur  rationnel  du  se- 
cond  dégré;donc  aussi  un  facteur  rationnel  du  premier  dégré. 
On  démontre  de  mème  qve  l'équation  n'a  pas  une  racine 
de  la  forme  [/'oc  -^  jSl^m»  À  moins  que  Téquation  ea  y  n'ait 
une  racine  rationnelle. 

Il  suit  de  tout  ceci  que  1'  équation  de  Léonard  n'a  au- 
Gune  racines  de  ces  quatre  formes 

ce  sont  les  irrationnelles  du  X.*"  liyre  d'Euclide. 

Yoici  la  troisième  et  dernière  question  proposeé  par  mai- 
tre Jean  : 
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De  trihus  hominibus pecuniam  eommunem  habentibus  (p*17). 
tu  palatio  vestro  Pisii  coram  Vestra  Majestate. 

Nous  traduisons  la  quesiion,  aree  M.  Boncompagni,  en 
langagie  algébrìque: 

Trois  hommes  ont  en  commun  une  somme  inconnue  t',  la 

1  1 

pari  da  premier  est  ^  t}  du  second  -r  ^  »  ^t  par  conséquent 

da  troisiéme  ^t.  Voalafit  déposer  celie   somme    en    lieu 

plus  sur  {ad  tutiorem  locumjj  ìls  prennent  aa  basard  {fortuitu) 

1 
le  ppénier  s  qui   a'  e^  depose  ^ae  r^x^   le   sccoad  y  et 

1  ^ 

n'en  depose  que  ^  y  ,  et  le  troisiéme  x  et  n'en  depose  que 

1  ^ 

;r-  X  ;  de  sorte  que  la  somme  déposée  se  monte  à 
o 

ili 

2  3^6' 

et  lorsqu'ils  retirent  ce  dépòt^  chacun  en  prend  le  tiers;  il 
s^agit  de  trouver  les  valeurs  de  x^  y^  ».  Faisons 

1  /l 
3 

c^est  «,  ìi«'il  appdfa  k  cibai  ifonn  rem). 

1 

Le  premier  a  gardé  r-  x  et  re^oit  ti  ;  donc  on  a 

1     1 

—-x  =  —  ^  -«•  ti  ; 

2  2  ' 
de  méme  pour  le  second 


/l         1         1      \ 


-y-^«  =  -r_«, 


et  poor  le  troisiéme 


6  6  ^ 


1)e  là  on  tire 
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13  16 

X  =  f  -  2u  ,     y  =  -  t  -  -  «  ,      «  =  -<__«, 

17        47  7  47 

problème  indéierminé. 

Il  pose  u=  7,  {si  ponaiur  rem  esse  VII).  On  a 

i=47,ar  =  33,  y  =  13,  z  =  l. 

Ces  équations  traduìsent    fidèlement  la  suite  des  raison-^ 
nements  de  l'auteur;  il  dit  qu'il  j  a  trois  modes  de  solutions^ 
qu'  il  a  donnés  in  libro  nostro  quem  de  Numero    composuù 
Cesi  son  Traité  de  Abaco. 

Les  nombres  écrits  tantòt  en  chiffres  romains,  tantòi  eo 
cbiffres  arabes. 

De  quinque  numeris  reperiendis  ex  propositionibus  datis 
(p.  20). 

Léonard  dit  avoir  rèsola  par  la  méme  méthode  deux  au- 
tres  questions,  qu'il  a  transmises  à  Sa  Majesté  par  le  page 
Robert  :  {quas  per  Robertinum  aggiu  (sic)  DomniceUum  ve- 
strum^  vestre'  Majestati  transmisi). 

Oa  verrà  que  cette  méthode  consiste  à  écrire  les  incon- 
Bues  eirtulairement.  Nous  copions  ces  deux  queslions  en  écri- 
ture  moderne  d'après  M.  Boncompagni,  et  en  conseryant  la 
marche  de  Tauteur. 

Première  question.  Trouyer  cinq  nombres  Xi  j.  x^  yX^y 
x^  ,  xs  telsy  qu'on  ait 

^4  "*"  ^5) 
ars -4-  Xi) 

Xi  -4-  X^) 
a?a  -*~  ^j)  ì 


1, 

-.)=-. -i(x, 

==  ara  -4-  «  (jr4 

=  ^4^5  (^5 

- 

=  -^5  -^  g  (^1 

(  121  ) 
et  il  prend  à  tout  hasard  [fortuitu)  chacune  de  ces  sommes 
égale  à  17.  II  appelle  la  première    inconnue  Xt    la    canse 
(causa). 

La  première  èquation  donne 

(E)  X2  -fr-  a?3  -+-  j;4  =  34  —  2xt  , 

et  de  là 

(F)  ar,  -fr-  X3  -+-  «4  H-  a?5  =  34  -H-  0:5  —  2j?,  , 

Soustrayant  de  cette  èquation  la  seconde  des  èquations  (A), 
il  yient 

-  (X3  -^-'aF4  -+-  xs)  =  17  -+-  xs—  2a;„ 

1  11 

—  (j?3  -H-  0:4  -♦-  0:5)  =  8  -+-  3  "*"  T  ^5  —  ^1  9 

Ajoutant  ces  deux  dernières  èquations,  on  obtient 

1        /         1  \ 
(G)        X3  -f-  a;4  -4-  0:5  =  25  -♦-  --  -^-  (  1  -+-  ^jxs  —  2x,. 

Soustrayant  cette  èquation  (G)  de  Tèquation  (F)  on  a 

1  1 

(H)  Xa  =  8  -+-  -  -4-  X,  —  -  X5  . 

L'èquation  (G)  donne  aussi 

1/1 

(I)      0:3  -+-^4-^  ^5-+-a?,  =25-h-  --+-  (1  -»- 2)a?5  — 2»,. 

Soustrayant  de  cette  dernière  èquation  la  troisième  des  èqua- 
tions (A),  on  a 

-(a?4-f-X5-H-ar,)  =  8-f---4-^l^-^5  —  2j?,  , 
*/  ^       o       5       1/,       Iv  2 

Ajoutant  ces  deux  èquations 


(  122  ) 

1  /        2\ 

(J)     ar^  -+-  0:5  -^x,  =  11  -H-  --♦-  2x5  —  (2^3")  ^i  • 

Soustrayani  cette  éqnation  de  (I) 

12  1 

(K)  ^3=**-*-6""^3  *»~2  ^' 

L'équation  (J)  donne 

(L)  «4  =  11-*- -^»5  — ^3^-)  j?,  . 

On  dédaii  de  l'équation  (H) 

1  1 

a?5  -*-  rci  -♦-  0?»  =  8  -f-  -  -♦-  2X|  -H  -  0:5, 

1  _  7        2  1 

-^(xs-^x,  ^  ar,)_  1  ^  ^  -♦-  -  0?.  -f-  j^  . 

Ajoutant  cette  équation  à  l'équation  (L), 

s,  -  1(X5--X.-«.)=13  ^  1  -.  (1  -.  1  ) rs-  (3  ^  ^)x.. 

Ainsi  la  quatriéme  des  équatìons  devient 


*^-30 


(*) 
*'-"30"*-Ì0^^-V"-Ì5)^'  =  '^^' 
_«5=(3^j^)x.^4-^, 

• 

Les  équatìons  (H)  et  (K)  donnent 

Ci  Sic. 


(  Ì23  ) 

2       /        2v 
a;,  -4-  ap^  -H.  a?3  =  22  -♦--  H-  ^2  -+-  -  jo?,  —  xs  , 

*,  X  o         T  4  1 

La  sixième  des  éqaations  (A)  deyient 
6  4  7 


5  *  i'^^^ 


(N)  *5  -^  15  *■  -  *^  "^  15* 

Mettant  dans  cette  équalion  la  valeur  de  «{,  Uree  de  (M), 
OH  a 

l^~  33       15^  ""'"*■  ^33-*^      15' 
/o       83  \  „    43 

578a:,  =  2023 , 
^       1 

Maltipliant  cette  équatioa  et  chacune  des  équations  (H)  , 
(K),  (L),  (M)  par  2,  on  obtient  : 

2ara  s=  17  -H  2a:|  —  X5, 

1       2 

^)    1        2x3  c=  28  ^  -  -4-  g  2xi  —  X5  , 

20:4  =22  -4-  I  -Ì-2X5-  (3-^1) 2xm 


^^^=('-4>^'^' 


7 

33* 


(  124  ) 
Mettane  dans  cette  équation  7  au  lieu  de  2xi  y  on  a 

2x5  =  28, 
xs  =  14. 

Si  ron  met  dans  les  équations  (P)  7  à  la  place  de  2xi  et 
14  au  lieu  de  xs ,  on  obtient 

2^3  =  10  ,    2x,s  =  19  ,    2x^  =  25; 

Dans  tout  ceci,  Léonard  donne  le  nom  de  causa  à  x,  et 
celui  de  res  k  xs  ^  k  l'instar  des  Arabes  qui ,  lorsq'ils  ont 
deux  inconnues,  les  distinguent  par  des  noms  différents 
(Woepcke,  Extrait  du  Fakhrt-,  imprimerie  imperiale,  1853). 

Cette  disposition  circulaire  présente  l'avantage  de  pou- 
Yoir  calculer  de  suite  les  valeurs  des  inconnues  quand  on 
connatt  la  yaleur  d'une  seule. 

Cet  exemple  pris  au  ber^eau  de  la  science  nou^  montre 
quel  immense  service  l'écriture  algébrique  a  rendu  à  la 
langue  algébrique. 

De  quatuor  hominibus  et  bursa  ab  eis  reperta  quesito  no^ 
tabilis  (p.  25). 

C'est  la  seconde  question. 

Qua  tre  hommes  ont:  le  premier  or,  ,  le  deuxiéme  x^y  le 
troisième  x^  ,  le  quatriéme  xi^  besants }  ils  trouvent  une 
bourse  contenant  I  besants  Fon  a  : 

/  ^  x,  =  2{x^  -*-  xz)j 
f  -h-  a?a  =  2(xs  -t-  0:4), 
t-^X3  =  2(0:4  -+-  a:,), 
r  -4-  0:4  =  2(xi  -f-  jPa): 

il  s'agit  de  trouver  les  yaleurs  de  x^  ^  X2  j  x^j  x^  ^  t. 

<c  Je  demontrerai  que  la  question  est  impossible,  à  moins 
A  que  l'on  n'accorde  que  le  premier  homme  a  une  dette.  » 
Hanc  quidem  questionem  insolubilem  esse  monstrabo^  ntsi  con- 
cedatur  primum  hominem  habere  debitum. 


(  125  ) 
En  effel  il  parvient  à  l'équation 

(4^1)  x,^  (6-^^)x.  =  (3-  ^)*a-  ^x.  , 
équatioQ  impossible;  car 

1    ^^-i-i    fi    ^^1 

*      5^  13'  5^  13* 

Mais  en  admettant  qae  x,  est  une  dette,  alors 

de  là 

problème  indéterminé.  Il  pose  Xi  =  1,  alors 

a;^  =  4  ,     x^  =1  ,     0:4  =  4  ,     ^  =  11. 

Dans  cette  questìon,  il  nomme  bursa  l'inconnue  t  ;  dragma 
rineonnue  Xi  ,  et  res  l'inconnue  x^. 

De  eadem  re  (p.  28). 

Première  question  indéterminée 

ar,  -4-  ^  =  a(a?a  -+-  0:3), 
a:,  -<-  ^  =  (a  -+-  l)(a:3  -*-  X4), 
X3  -<-  ^  =  (a  -f-  2)(jP4  --H-  X,), 
X4  -+-  I  =  (a  -^-  3)(a?i  -*-  Xa). 

Léonard  dit  qu'il  faut  en  general  prendre 

X,  =  —  1  ,     0:3  =  -+- 1 ,     Xa  =  X4  , 

ce  qui  donne 

jPj  =  0:4  =  a  -4-  2  ,     ^  =  a*  H-  3a  -^- 1. 

Dans  Texemple  particulier  donne  par  V  auteur  a  =  4  9 
alors  i  rss  29  .  Léonard  trouve 


(  <26  ) 

mais  cette  progressìon  arithmétique  n'  est  appKcable    que 
pour  ce  cas-là,  et  pas   en  general. 
Deuxiéme  question 

m 

1 

1 

a?a  -^  t{»3  -*-  ^i)  =  17, 

1 

«3  -r*-  J  («I  -^  «a)  =  19- 

Par  une  suite  très-Iongue  de  raisonnements  très-simples, 
il  Irouve 

II  prend  pour  incoimue  {rea)  x^-ì-x^ì  éerit  les  nombres 
accompagnés  de  fractions  à  la  manière  orientale  : 

41        44  41  44 

5^4,^jjll,«uHeude4jg,    11^. 

Le  numérateur  est  le  nombre  9Ufra  virgam  et  le  dénomina- 
teur  sub  virga. 

Il  dit  à'  Tempereur:  «  Yous  savez  que  j'  ai  traité  cette 
»  question  de  deux  maniéres  differéntes  dans  le  XIIP  cha- 
»  pitre  de  mon  livre  (') ,  mais  ce  nouveau  mode  de  solu- 
»  tion  me  platt  miesx  que  les  autres,  et  j'ai  youIu  en  faire 
»  part  à  Sa  Maje&té.  » 

Pateat  quidem  Serenitati  Vestre  hanc  questionem  a  me  so- 
lutam  esse  in  tertio  decimo  capituto  IH^ri  mei  dupliciter^  sed 
quia  hujus  solutionis  tnventio  placet  mihi  pre  ctUris  m^dis^ 
volui  eam  Vestre  pandere  Majestaii. 


(1)  Sana  doule  VAbaque. 


(  127) 

Ce  serait  de  la  pari  de  Léonard  une  grande  naYvete,  s'il 
crojait  que  Fréderic  II  ait  pris  connaissance  des  deux  pre- 
mières  soIutions  et  s'enquiert  de  la  troisiéme. 

De  quatuor  hominibus  bixantie»  kabentibus  (p.  33). 

Cette  question  est  dédiée  au  Cardinal  Ranieri.  Elle  donne 
lieu  à  ces  qua  tre  équations: 

1 

Xj  -+-    — (x,  -♦-  X3  -4-  0:4)  =  33, 

1 

a^a  -*-  ^{^3  -*-  a?4  -+-  a?,)  «a  35, 

1 

x^  -+-  j  (a?4  -4-  a:,  -I-  oTa)  ==  36, 

1 

^*  ^  5^^'  -^  a:^  -+-  xs)  =  37; 

Xi  ,  Xa  ,  0^3  ,  X4  réprésentent  les  nombres  de  besants  qu'ont 
le  premier,  deuxième,  troisiéme,  et  quatriéme  homme.  Il 
dit  avoir  choisi  à  dessein  (studiose)  les  nombres  pour  que 
les  incounues  soient  des  nombres  entier^  et  ponrmontrer 
que  la  question  est  insoluble.  Yoici  sa  marche,  qui  est  la 
mème  {tour  tout  ce  genre  d'équations.Il  prend  pour  inconnue 

^2  -*-  a?3  "*-  a?4  j 
faisant  ^onc 

a?a  "+"  ^j  "'*"  ^4  =^> 
alors 


(128) 
X,  =  33  —  -  X, 


X,  -+- 

fl/j'     1    "    < 

ra  -+-  X4  =  33  H 

1 

X,  -h- 

1(0.3 

-i-  X4  *-+-  Xi)  = 

35 

2 

3(X3 

-+-  a?4 

V           1 

2 

^(^3 

-^0:4 

,      1 

-^  x,)=  j  «  — 

1 

(«3  -»■ 

-^4  -<■ 

-  ^i)=^-a  —  3 

X,  -4- 

ar^-H- 

X3  -f-  X4  -^  33 

1 

Xj-l- 

4-(^4 

— •-  Xi  -t—  Xjj 

36 

^K 

-i-x, 

>         1 
2 

-3 

X4-4- 

a:,  -4- 

x,_3.-4 

En  suiyant  le  mème  procède,  il  trouye 


X^  -+-  X2  "+"  X^  — — . 


Récapitulant 


8 


-  5. 


=   r-Z  3, 


X2 

-*- 

«3 

-'- 

X4 

=  «» 

x^ 

- 

X4 

X, 

3 

x^ 

- 

X, 

-^ 

X, 

2 

X, 

H- 

X, 

-H 

X3 

5 

=  8" 

=  i-«  -4, 


==o*-5, 


.    (  129  ) 
addiUonnanl  ces  éqoalions  ,  on  obtienl 

1 

1 

3(xi  -+-  aca-*-  x^-^x^)  =3  ^z  —  12, 

1 

'  a?i  -+-  «a  -4-  xa  -♦-  0:4  =  1  --X  — 4, 

^1  =  TO  ^  —  4  =  33, 
1      _  37 

z  =  72, 

a:,  -H-  36  =  33  . 

Ainsi  la  qnestion  est  impossible  {coUigitur  inde  hane  que- 
stionem  insolubilem  e8sé)j  à  moina  qn'on  n'accorde ,  que  le 
premier  homme  a  une  dette  (debitum  habere)  de  3  besants, 
savoir  la  diSérence  entre  33  et  36  (*)  ;  ainsi  Xi  =  —  3  ; 
de  là  il  conclut  facilement 

ira=18,    ara  =  25,     a?4  =  29. 

Si,  dit-il,  au  lieu  des  nombres  33,  35,  36,  37,  on  prend 
181,  183,  184,  185,  alors 

X,  =  1 ,    apa  =  94 ,    0:3  =  105 ,    x^  =  141. 

Ce  mode  de  solution  est  trés-remarquable  et  s'applique 
ayec  avantage  à  un  système  quelconque  d'équations  du  pre- 
mier dégré,  de  cette  forme  : 

Xt  -i-  A|  (Xa  •"*—  ap3  -♦-   .    .    •   -♦-  Xn)  *=■  ^i  > 

Xa  -»-  *a  (^3  -+-  ^4  ~+~   •    •    •    -*-  Xa-^  Xi)  =  Cj   , 

« 

X3  -+-  bò  (x^  -4-  0:5  -+-  .  .  .  -+-  a?/j  -+-  jpi  -H-  X2)  ^  C3  , 

Xa  -*-  bn  {Xy  -+-  iCa  "♦"•••   -+-  Xfi  —  1)  =  C;,  • 

(■]  Idée  juste  des  quantités  negative». 
AnnaU  di  Scienze  Mat.  e  Fit.  T.  VII  AprUe  1856.  9 


(  130  ) 

De  quatiior  haminibus  qui  invenerunt  bizantios.  (p.  36). 

Quatre  hommes  trouyent  une  somme  de  besant;  ils  pren- 
nent  au  faasard  premier  ^i ,  le  denxième  or,  ,  le  troisiéme 
A^s,  etle  quatrìéme  xi^  besant.  Youlant  faire  égal  partage, 
le  premier  doublé  la  somme  prise  par  le  second  ,  le  se- 
cond  triple  la  somme  au  troisiéme,  le  troisiéme  quadruple 
la  somme  au  quatrième,  et  le  quatrìéme  quintuple  au  pre- 
mier ce  qu*il  lui  reste  aprés  ayoir  doublé  la  somme  du  se- 
cond, et  alors  le  parts  sont  égales. 

On  trouye  facilement  que  les  quatre  parts  seront 

5(j?i  —  a?a) ,     2{a?a  —  a?j) ,     ^x^  —  x^) ,     4(j?4  —Xt  -*-  a?,); 

probléme  indéterminé  .  Il  prend  60  pour  la  part  de  cha- 
cun,  alors 

xi  =  89  ,    op,  c=  77  ,    0:3  =  47 ,    «4  =  27. 

QueUio  simUis  supraseriptt  de  trikue  hominiòus  (p.  42). 

Question  analogue  à  la  précédente  >  mais  un  peu  plus 
compliquée. 

lei  se  termine  la  première  partie  du  Flos. 

Epistola  suprascripti  Leonardi  ad  magistrum  Theodorum 
philosophum  Domini  Imperatoris  (p.  44). 

L'auteur  dit  ayoir  compose  ce  liyre  à  la  priére  d'un  ami 
qui  youlatt  connaltre  le  moyen  de  résoudre  les  questions 
sur  les  oiseaux  et  autres  semblables,  énoncées  ci-dessous, 
et  il  dit  ayoir  trouyé  aussi  le  mojen  de  résoudre  ainsi  ce 
qui  concerne  les  diyers  alliages  des  métaux  (omnes  diversità- 
tes  consolaminum  monetarum  (').  En  effet,  le  probléme  qu'on 
yalire,  est  aussi  une  règie  d'alliage. 


(V)  botameli  soulagemeat,  de  ìk  iolatium  soolagemenl  des  douleurt, 
et  ansHi'  en  terme  de  droit^  indemiiité»  compensation,  et  peut-ètre  mo- 
netarum consolamen  est  améliorer  lea  monnaies,  en  délermìner  le  priz 
intriosèqaej  en  italien,  eaiuolar,  aìder  quelqu*un.  C'eftt  le  ToUet-re- 
ehnung^  le  ealeul-ToUet  des  arithméticiens  allemands  ;  au  moyen  des 
jelon»  à  calculer,  on  tire  (Toliel)  un  metal  d'un  autre  (Kastoer,  Hist 
des  Math-t  t.  I,  p.  40). 


(  131  ) 
De  avibus  emendis  secundum  proportionem  datam. 

Qaelqu'an  achéte  des  mtlaeauX)  des  toarierelles  et  des 
colombes,  en  tout  30  oiseaux  pour  30  deniers;  3  moineaux 
coùtent  1  denìer,  de  mème  2  tourtourelles;  et  une  colom- 
be coùte  2  deuìers.  On  demande  combìen  il  j  avait  d'oi- 
seaux  de  chacune  de  ces  trois  espèces. 

Yoìci  le  mode  de  solution  de  Léonard  : 

»  J'ai  pose  {posut)  d'abord  trente  moineaux  pour  10  de- 
»  nier»  et  j'ai  mis  de  coté  20,différenc6  entre  30  et  lO^et  j'ai 
»  changé  un  des  moineaux  en  tourterelle  ;  l'augmentation 
»  par  suite  de  ce  changement  est  d*un  sixiéme  de  denier; 

1  1 

»  car  le  moineau  coùte  —  de  denier  ,  et  la  toiirterelle  — 

3  £ 

ì  11 

»  denier,  et  —   moins    5-  est   ^  ;  j'ai  changé  derechèf  un 

»  moineau  ea  colombe    et  j'  ai  gagné  par  ce  changement 

2  '  1 

»  I  —  denier,  différence  entre  2  deniers  et  —  de  denierj  je  ' 
o  o 

10 
»  réduis  le  tiers  en  sixièmes,  on  obtient  v-  •  I®  dois  ainsi 

0 

»  changer  les  moineaux  en  tourterelles  etencolombes  jusqu'à 

»  ce  que  j'obtienne  les  20  que  j'ai  réservés  ci-dessus;  je  re- 

120 
»  duis  ces  20  aussi  en  sixièmes  et  Fon  a  —  que  j'ai  di* 

»  yisés  en  deux  parties,  dont  Tune  puisse  se  dìviscr  inté- 
»  gralement  par  10  et  Tautre  par  1,  et  la  somme  des  deux 
)»  diyisions  ne  doit  pas  surpasser  30;  la  première  est  110, 
»  et  Tautre  10;  j'ai  divisò  la  première  partie,  saroir  110 
»  par  10,  et  la  seconde  par  1,  et  j'ai  eu  11  colombes  et 
»  10  tourterelles  ,  lesquelles  retranchées  de  30  ,  nombre 
»  des  oiseaux,  il  reste  9  pour  le  nombre  des  moineaux,  et 
»  les  9  moineaux  yalent  3  deniers,  les  10  tourterelles  5 
))  deniers  ,  et  les  11  colombes  22  deniers  ;  on  a  ainsi  30 
»  oiseaux  pour  30  deniers.  » 


(  132  ) 
De  eodem  (p.  45). 

Mèmes  doonées;  mab  30  est  remplacé  par  29;  il  Irouve 
djeux  solutiou»: 

Colombes  11,  Tourterell^s    6,  Moineaux  12 
—        10  —  16—3. 

lUm  de  avtbus  (p.  46). 

Mèmes  données;  mais  30  est  remplacé  par  15;  il  démon* 
tre  que  la  solution  n'est  possible  que  pour  un  nombre  fra- 
ctionnaire  d'oiseaux,  saYoir  e  colombes  5  i,  tourterelles  5 , 
moineaux  4i. 

Mais  si  rpn  Yeut  ayoir  quinze  oiseaux  pour  16  deniers, 
on  a  des  nombres  entiers- 

Il  a  ancore  deux  autres  questions  sur  les  oiseaux  ,  qu* 
il  ramène  toujour^  à  partager  un  nombre  entier  en  parties 
dìyisibles  cbacune  par  un  nombre  donne,  et  la  somme  des 
qpotient?  ne  doit  pas  surpasser  un  nombre  donne;  mais  il 
ne  donne  pas  de  règie  pour  opérer  une  telle  décodiposition 
et  i)  finit  par  ces  paroles:  Ef  sic  possumus  in  similiiu9  eiiam 
in  consolamine  monetarum  et  bizaniiorum  operari^quod  quan-' 
doque  plaimerit  Dominationi  Vestr^  lijuidius  declarabo. 

De  eomposifione  pentagoni  equaliter  in  triangulum  equicru" 
rium  datum  (p.  49). 

G*est  la  solution  d*un  problème  de  geometrie,  que  Léo- 
nard dit  ayoir  trouyée  depuis  peu  (nuper)  et  qu'il  soumet 
^  la  correption  de  maitre  Tbéodore. 

Un  triangle  isocèle  aàc  est  donne, 

ó4  =  ac  =3 10  ,     k  =  12  ; 

alors  la  bauteur  ah  =  8}  il  s'agit  de  trouyer  sur  ab  un 
point  d  ,  sur  ac  un  ppint  g,  et  sur  bc  deux  points  e,  f  tels, 
que  le  pentagone  adefgc^  soit  équilatóral.  Des  points  dg  sup- 
posés  trouyés,  on  abaisse  sur  la  base  bc  les  perpendiculai- 
res  dif  gì  II  prouye  que  les  deux  triangles  dei,  gfl  sont 
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égaax.  Il  prend  poar  chose  la  longdeiir  d'un  coté  dif  penta- 
gone  et  tronye  saccessÌTement 

bd  =  ÌOx,  dt  =  ^(l,0  — a?)==8—  I  a?, 

a  ^  r-(W  — a:)  =  6  —  —X  ,  «»  =  77à  ^• 
5 '  '  5  10 

Le  triangle  rectangle  dei  donne  Téquation 

11  multiplie  par  2  —  >  et  il  obtient 

a-»-^36jar  =  182  |  . 
7  7 

X  e*  est  fe^i  x'  censuiy  et  la  qnantité  tonte  connu    182  -r 

est  le  dragma. 

La  qnestion  est  ainsi  rédnité  à  une  règie  d'^algèbre  (  et 
»ic  redìicta  est  qtieitio  ad  unam  ex  reguUs  algebre  ). 

Il  résoat  cette  éqnation  géométriqnement  de  cette  manière. 

Conceyons  qu*on  ait  le  carré  Urnn,  dont  chaqne  coté  soit 
égal  à  la  ehoee  x;  prolongeons  les  còtés  opposés  kny  Im  de 
sorte  qu'on  ait 

4 

nj9  =  Mo  =1  36  ;r  1 

Taire  dn  rectangle  khp  est 


X  («-4-36 -), 


donc  r  aire  de  ce  rectangle  est  182-=,  et  cette  aire  est  éga* 
le  au  prodnit  de 

U.  lo  =  tm.  me  ss  182 -. 

7 
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déaìgncute  par  y  le  miUeu  de  mo,  on  a  donc 

2      — a  18     . — a  11 

my  =  18  —  ,    mq  =334  777,     ma  -+-  Im.  lo  =slq^  assali j^. 
7  4y  ,  49 

On  a  par  approximation 

Zj=22.  44'.  33'M5W;  ?j— my=Zin=:x=4.27'.24".40'".50^v. 

II  faut  toujoura  se  rappeler  qu'én  (Jimt  ceoi  Léonard,  à 
Tinstar  des.  Arabes,  parie  algebre,  mais  ne  Véerit  pas,  et  ne 
pouyait  pas  Técrire,  n*ayant  pas  les  sigoes  qui  composent 
Talphabet  algébrique.  Selon  Texacte  définition  de  Lagrange, 
l'algebre  est  un  calcul  par  équations.  Les  Arabes  font  un 
tei  calcul,  mais  discursivement.  Il  y  a  mème  des  géomètres 
modernes  qui  sMmaginent  faire  de  la  geometrie  ancienne, 
antiquorum  modoj  en  algébraisant  sans  alphabet. 
*  Il  dit  en  terminant  :  Inveni  etiam  his  diebus  alias  solu- 
tiones  super  similihus  questionihus.  L'algebre  appliquée  à  la 
geometrie  remonte  aux  Arabes. 

Modus  alius  solf>endi  similes  quesHones  (p.  52). 

L'auteur  revient  aux  questions  numérìques,  dont  la  pre- 
mière roule  sur  cinq  liQiiiiiies  «yaiit  dea  nombres  de  de- 
niers  (denari)^  qu'il  faut  'devìner  à  Faide  des  donnóea  sui- 
yantes  : 

a?!  -*-  ^X2    =  12, 

ÌC2  -*-  3  a?3  5=  15, 

1 

^3  -+*  r^4  =  18, 

/  4 

1  ^ 

1 

^s  -*-  g  ^i  =  23, 


r 
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Il  presciit  UQ  procède  qu'on  petti  gèoéralìseir  ainai.  So- 
ient  les  équations  écrites  circulairement 

aiX2  -*-  h^x^  =  Ci  , 
a^xi  -♦-  hj^x^  z=zc^  j 

«4*5    -*-    hl^Xl     SSZCl^       y 

eh  €        b   Ci        b  ij 

a        a  a        a  a,       a  a^ 

e        b  Ci       b  bf  c^        b  b^  b^ 
a       a  at       a  ai  a^        a  ai  a^ 

e     b  Cj     b  bi  e^     b  bi  63  C3     6  ij  b^  b^ 

a       a  ai        a  ai  a^       a  ai  a,  a^      a  ai  a^  aa 

e        ft  Ci        ft  &i    c,        b   bi    dj   C3 
a        a  fiPi        a  tti   Oj        a  ag    aa  113 

i  bi  ij  ia  C4        i  bi   ò,  Ì3   Ì4 

H Xi 

a  ai  a^  a^  04        a  ai   Oi  a)  04 

a?!  [a  fiPi  a,  a3  04  -♦-  &  4,  4^  4j  Ì43  =  a,  a^  a^  a^  e  ^^a^ci'^aifiCi 

-*-  «3  «4  Aii  Ca  —  a4  tó,  ia  c^  -4-  M,  ò,  Ò3  C4  • 

De  là  par  eireultUiim^  on  dédnit  x^^j  x^^  j?4  ^  Xi^. 
Le  procède  indiquè  par  Léonard  rerient  à  la  formation 
des  dirers  termes  ai  ,  a^  9  aa  ,  a4  ,  r  ,  eie. 
On  trouye 

.612  .^  218  ^.     43 

^.«6—,  ^,«ia_,  0.3  =  14^   , 

,^453  ^,  619 

^4  =  15^,   ^5=21^- 

Léonard  decompose  chaqae  fraction  en  deax  antres  ayant 
pour  dènominateur  7  et  103;  ses  résuitats  sont  fantifs. 
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_  •  • 

Par  exemple ,  oo  trouve 

4938       fi  612      _,  ^    .  -       3        87 

Xi  =  '         =  0         ;  et  li  écrit  «,  =  6  -+-  — 


721  721'  '  7        103   ' 

ce  qui  est  faux. 

Investigano  unde  procedat  inventio  suprascripta  (p.  54). 

L'auteur  offre  de  dire  à  maitre  Tbéodore  d'òù  proyient 
rinyention  précédente.  (Ei  si  unde  talis  inventio  procedat  ha- 
bere  volueritis^  vobis  illuda  tanquam  domino  venerando  mit- 
ter  e  procurabo). 
G'est  ici  la  fin  de  la  deuxiéme  partie  du  Flos.  Dans  ces  deux 
parties,  Léonard  traite  princìpalement  de  la  résolution  de 
eertaines  éqnations  du  premier  degré.  Partout  il  montre 
beaucoup  de  finesse  et  d'habileté,  et  l'on  yoit  qn'il  possé- 
dait  yirtuellement  les  formules  cramériennes  :  n'  onblioos 
pas  que  nons  sommes  au  commencement  du  XIII.®  siede. 

Incipit  liber  Quadratorum  compositus  a  Leonardo  Pisano-, 
anno  MCCXXV  (p.  55). 

Nous  ayons  déjà  ?u  que  c'est  une  question  proposée  par 
Jean  de  Palerme  qui  a  engagé  Fibonacci  à  composer  le  Traitè 
des  Carrés  dédié  à  Tempereur  Frédéric  IL  C'est  le  monu- 
ment  arithmologique  le  plus  précieux  que  nous  ait  trans- 
mis  le  moyen-Àge,  et  où  l'auteur^  successeur  de  Diophante 
et  des  Arabes,  se  montre  esprit  indépendant,  originai^  créa- 
teur  et  digne  précurseur  de  Fermat ,  ou  plutòt  du  XIIP 
siècle  il  faut  descendre  jusqu'  au  XYIP  pour  rencontrer 
dans  Fermat  un  second  Fibonacci. 

Dans  tout  le  cours  de  cet  écrit,  il  s'appuie  sur  ces  deux 
propriétés  :  La  somme  de  la  suite  naturelle  des  nombres 
impairs  est  un  carré;  la  différence  des  deux  carrés  impairs 
consécutifs  est  un  multiple  de  8. 

■ 

Il  débute  ainsi:  Consideravi  super  originem  omnium  qua- 
dratorum numerorumj  et  inveni  ipsam  egredi  ex  ordinala  imr 
parium  ascensione. 
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De  là.il  conclnt  qii*étant  donne  un  carré,  on  pent  trov- 
ver  nn  second  carré  qni  joint  au  premier  fasse  encore  un 
carré.  Si  le  carré  est  impair  ,  par  exemple  9  ,  on  fait  la 
somme  des  nombre9  impair^  qui  préeédeni  9  ;  on  a 

16  et  9-4-16  =  25  =  5". 

Si  le  nombre  est  pair,  par  exemple  36,  on.cherche  les 
deux  nombres  ìmpairs  consécutifs  dont  la  somme  est  36  , 
ce  sont  17  et  19  ;  faisant  la  somme  de  tous  les  nombres 
impairs  de  1  à  15,  on  o^tient  64,  et  6'  -♦-  8*  =10%  et  110 
est  la  somme  des  nombres  ìmpairs  de  1  à  19. 
Ad  inveniendos  plures  qua^ratos  numeros  (p.  57), 
Maintenant  on  peut  trouyer  tant  de  carrés  qu*on  yeut , 
dont  la  somme  soit  un  carré,  par  exemple,  si  Ton  demande 
cinq  carrés,  le  premier  étant  9  et  dont  la  somme  soit  un 
carré.  Il  trouye 

3*  -4-  4"  -*-  12'  -♦-  84"  -*-  3612*  =  3613". 

En  general  si  la  somme  de  n  nombres  impairs  consécu- 
tifs donne  un  carré,  on  a  un  moyen  de  trouver  un  second 
carré  qui  joint  a  ce  carré  donne  un  carré.  Pour  trouver 
ces  n  nombres,  il  suffit  d*ayoir  un  carré  impair  dìyisible 
par  n. 

Autre  moyen.  Si  2a  -4- 1  est  un  carré,  8a  -4-  4  sera  aussi 
un  carré;  mais  4a"  -i-  8a  -«-  4  est  un  carré:  donc  ,  etc. 

Il  démontre  par  la  geometrie  que 

(a-4-l)*_a"  =  (a-H-l)-^-a, 
et 
^a  -4-  by  —  a"  =  b{a  -♦-  4),  (m"  -i-n")*  -  (w"  — n")-=4m'n". 

Pour  ce  dernier  tbéorème,  il  imito  la  construction  d'Eucli- 
de, livre  X.,  premier  lemme  rélatif  à  la  proposition  30.  Il  est 
fort  singulier  que  ce  lemme  n'est  jamais  cité  quand  il  s'agit 
du  tbéorème   numérique  de  Pytbagore  ;  il  contieni  pour- 
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tant  la  solution  generale  du  problème^  et  cela  parait  avoir 
éehappé  à  tout  le  monde»  excepté  à  Fibonacci.  , 

II  démontre  encore  graphiquement  d'une  manière  très-in- 
génieuse  que.  le  terme  sommatoire  de  la  suite  des  nombres 
impairs  est  toujours  ^n  carré»  et  la  démonstration  est  fon- 
dée  en  principe  sur  ce  que 

(n  -4- 1)»  —  n*  =  An'  =2n -♦-  1  ; 
d*où 

n*  =  2(2n  ^  1). 

Probléme  (p.  66).  Étant  donne  un  carré  égal  à  la  somme 
de  deux  carrés»  décomposer  ce  carré  encore  d'  une  autre 
manière  en  somme  de  dcux  carrés. 

Le  procède  graphiquejerient  à  ceci. 

Soit 

alors 

PropoBition.  Si  qua  tre  nombres  a»  6»  e»  (f  »  ne  sont  pas 
en  proportion,  et  si  a^-^b^  et  c^  hhì^  ne  sont  pas  des  car- 
rés, on  peut  décomposer  le  produit  (a*  -i-  ò*)  (e*  -♦-  d*)  de 
deux  maniéres  en  somme  de  deux  carrés»  savoir 

(a»  ^  A»)(c3  ^  d»)  =  (oc  -4-  bdf  -I-  (od  —  hof 

z={ae  —  M)* -4- (od -4- Ac)». 

Si  a'  -H  b*  est  un  carré,  il  y  a  èyidemment  encore  une 
troisième  dècomposition,  et  une  quatrième  lorsque  c^-«-  d' 
est  aussi  un  carré. 

Léonard  démontre  parfaìtement  cotte  importante  propo- 
sition  qui  lui  appartient»  selon  Tobservation  de  M.  Woepcke 
{Journal  de  Maih.  t.  XX.»  1855.)  *Diophante  peut  aroir  con- 
nu  cette  propriété,  mais  ne  Fa  pas  énoncée»  et  la  démon- 
stration» sourtout  par  la  méthode  graphique»  n'est  pas  facile. 
Le  nom  de  Fibonacci  doit  rester  attaché  à  ce  théorème. 
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A  la  page,  73  il  donne  l'equÌTalent  de  la  formule 

A  la  page  74, 

a  -»-  0  =s  C) 

3  9  3 

m  -*-n  «■/> , 

3  3  3 

S  3 

Page  76.  Somme  dea  carré*  de  la  tutte  naturelle  dee  nomr 
bru.  Il  la  trouve  d'après  ce  résaltat  da.  calcai  aox  diffè- 
renoes 

n(n  -*- 1)(2«  -+-  1)  ~  («  —  1).  fl.  2n  — 1 

=  ìA.  n.  n  rH-  f .  2n  -4- 1  =  6n*  : 
d'où 

n(n  -^  1)(2».>.- 1)  . 
6 =^"- 

Page  78.  Somme  des  carrés  de  la  suite  naturelle  des  nom- 
ires  impairs. 
D'après  le  résaltat 

A.  2»  -+.1.  2nH^3.  4ft  -*-  4  «  12(2» -♦-  1), 


d'où 

2(2n^ir        2n-.1.2n-^3.24n^4 


12 

U  indiNiQe  de  mème  la  somme  des  carrés  des  nombres 
pairs  et  des  aombres  tetnaires,  etc.,  (Mjoiirs  en  présentant 
Ics  nombre»  par  4fos  Hgnes  et  opérant  sur  ces  lignes  com- 
me  Doos  «ur  les  leitres.  Cesi  Viète  ({ai  a  rempkeé  ces  lignes 
par  des  letires. 

Le  problème  suiyant  étant  le  plus  important  de  ce  Traité 
des  carrés,  nons  allons  le  donner  presque  textuellement.  Il 
est  précède  de  ces  deux  propositions  qui  font  office  de  lemme. 

Lemme  1.  Lorsque  p  et  jfsontdeux  nombres. premiers, 
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pq{p  -H-  q){f  —  q) 

24 

est  toojours  an  nombre  entier,  et  lorsqne  p^iq  soot  deox 
Dombres  quelconques, 

hpqip  -+-  q){p  —  q) 

24 

est  un  nombre  entier. 
Le  produit 

ipq{p  -4-  q){p  —  q) 

se  nomme  congru.    Nohs  verrons  la  raison  de  cette  déoo^ 
mination. 

Lemme  IL  b  étant  simultanément  moyenne  arithmétique 
entre  a^  et  a^^^  9  entre  a^  et  an+^  entre  a^  et  a„^v^  eie.  f 
entre  an  et  a^^  »  la  somme  des  2n  nombres  ai  a^^ ...  ,  a^n 
est  égale  à  2ni.  Si  6  ^=3  2n  ,  la  somme  des  2n  nombres  est 
un  carré. 

Problème.  Trouver  trois  carrés  et  un  nombres  tei,  qu* 
en  ajoutant  ce  nombre  au  plus  petit  de  ces  carrés  ,  on 
trouve  le  carré  moyen ,  et  qu'  en  ajoutant  ce  nombre  au 
carré  moyen,  on  troure  le  plus  grand  carré. 

Solution.  Nous  suiyons  la  marche  de  Fibonacci,  mais  en 
prenant  des  lettres  au  lieu  de  lignes. 

Soient  a  et  &  deux  nombres  impairs  consécutifsy  de  sorte 
que  ò=a-i-2,  a-i-ò  =  2a-*-2:  il  s*agit  de  trouver  une 
suite  de  nombres  impairs  consécutifis  telle,  qu'on  puisse  le 
décomposer  en  deux  suites  de  méme  somme,  et  que  le  nom- 
bre de  termes  de  la  méme  suite  soit  au  nombre  des  ter^ 
mes  de  la  seconde  comme  a  :  b.  Sit  la  suite  des  nombres 
impairs  consécutifs 

(A)  2a"  -^  3,  2a*  —  1 ,    2a*  -+-  4a  -+-  3  , 

elle  renferme  2a  -4-  4  termes. 
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La  moyenne  arithmétiqiie  entre  le  premier  et  le  demier, 
le  deuxìème  et  TaYant-dernier  etc.,est  2a(a-H-l);  alors  d'après 
le  lemme  II,  la  somme  est 

ia{a  -+-  l)(a  h-  2)  =  e, 

nombre  congruy  en  faisant  |9=a-4-2,  9  =  a. 
Soit  la  seconde  suite 

(B)  2a*^4a^5,    2a'-^4a  4- 7,  .  .  .  ,  2a* -♦- 8a -*- 3. 

Gette  suite  renferme  2a  termes.  La  mojenne  arithméti- 

que  est 

2a* -♦- 6a  ^  4  =  2(a -+- l)(a -♦- 2), 

et  la  somme  est 

4a(a  -*-  l)(a  -t-  2), 

nombre  congni.  Par  conséquent,  les  deux  suites  (A)  et  (B) 
remplissent  les  deux  conditions  énoncées  ci-dessus. 

Gomplétant  la  suite  (A)  eh  descendant  jusqu'à  V  unite  » 
la  somme  de  1  à  2a^  —  5  est  égale  à  (a^  —  2)'  ;  la  som- 
me de  1  à  2a'-+-4a-^3  est  (a* -4- 2a -+- 2)' ;  donc 

(a»  _  2)'  ^  e  =  (a*  -+-  2a  -«-  2)'. 

Opérant  de  mème  sorte  sur  la  suite  (B) ,  la  somme  de  1 
à  2a*-+-4a-+-3  est  (a* -+- 2a -+- 2)' ;  la  somme  de  1  à 
2à»  ^  8a  -t-  3  est  (a'  ^  4a  h-  2)'  ;  et 

(a*  -i^  2a^  2)'  -H  e  =  (a*  -4-  4a  -f.  2)^ 

Le  probléme  est  donc  résolu.  Les  trois  carrés  sont:  le  petit 
carré  (a'  —  2)%  le  moyen  carré  (a^-*-2a-»-2)*,  et  le  grand 
carré  (a'  h-  4a  -h-  2)' ,  et  le  nombre  à  adjondre  est 

'      c  =  4a(a-.-l){a-*-2); 

on  Tappelle  congru  parco  qu'il  conyient  à  ces  trois  carrés, 
qui  sont  eangruents. 
Fibonacci  prend  a  =  2  ,  alors  on  a  e  =  240  ,  et 

7'-*- 240  =  17%  17»  — 240  — 7" 

17^  -4-  240  =  23* ,  23"  -^  240  =  17*. 


(142) 

Fibonacci  se  serrant  de  lignes  est  obligé  d' entrer  dans 
des  longues  discussions  amenées  pour  les  cas  où  as=s  1  et 
a'  —  2  devient  négatif,  et  dans  des  cas  fractionnaires  il  a 
bésoin  da  premier  lemme. 

Au  mojren  de  signes  littéraux,  cette  discussion  est  ina- 
tile,  et  Ton  a  en  general  (Boncompagni  Annali  di  scienze 
matematiche^  Aprile  1855)  : 

e  ì=:  4mn(i}i  -+-  n)(m  —  n) , 


jc  =  m*  -«-  n* 
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X  =  (m  -*-  n)'  —  2m*  , 


jK*  -4-  e  =  X" 


Hee  questio  predida  in  prologo  huiu$  Uèri  (pag.  96). 
Cette  qaestioB,  proposèe  par  Jean  de  Palerme,  est,  eom- 
me  noos  TaTons  Ya,  de  satisfaire  aax  éqaations 

y  est  le  nomkre  cherchè.  Maltipliant  les   deax  éqaations 
par  v^j  on  a 

x\*  ^  ^v*  «  y  V  }    y  V  -^  5v^  =  x\^  . 

Cherchons  un  nombre  congru  de  la  forme  5i?^,  il  saffi t  de 
prendre  dans  les  formales  précédentes  m=5,  n  =  4;  alors 

e  =  720,  i  =  12*  =  v%  t)  V  =  31*  , 
b 

t,ysas41%     »V=49'} 

d'où  _ 

41-5  " 

y  =  Ì2  =  ^Ì2- 
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(Page  98.)  Un  carré  ne  peut-ètre  un  nombre  congru. 
Il  établijt  comme  lemme  qu'on  ne  peut  ayoir 

m{m  — ■  n)  =  n{m  -+-  n)  , 
OQ  bien 

m^  =n*-^  2mn  ; 
on  aurait 

2m»=(«^«)-(^)'=2; 

ce  qui  est  impossible  en  nombres  rationnels. 

Donc  mn  (m-H-n)(m — n)  ne  peni  derenir  nn  carré.  Mais 
il  faudrait  encore  démontrer  qn'on  ne  peat  ayoir 

fnn  =  m^  —  n*, 

ce  qui  est  d*ailleurs  facile,  car  on  anrait 

impossible.  On  ne  pent  donc  ayoir  simultanément 

2  2  3  2  2  2 

a?'  -*-  c'  c=  y%     a?*  —  e'  =  y'  ; 

mais  la  démonstration  n'  est  pas  complète.  Il  faut  encore 
prouyer: 

1."  Que  m,  n,  m-4-«,  m^  n  he  sont  pas  des  carrés 
simultanément. 

2.°  Que  m,  n,  m*  —  n'  ne  peuvent  étre  des  carrés.  Cela 
ne  peut  se  démontrer  que  par  le  theoréme  de  Fermatsur 
les  bi-carrés,  auxquels  Fibonacci  n'a  nullement  pensé;  on 
a  eu  tort  de  lui  en  attribuer  la  connaissance. 

(Page  100.)  Probléme,  Satisfaire  aux  équations 

X*  —  a?  =»  y* 


a  2 


Solution.  Soit  e  un  nombre  congru  aux  tnns  carrés  te', 
v^,  t*f  de  sorte  que  Ton  ait 
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de  là 


«»-. 

-e 

=  *% 

u'- 

-  0 

=  «% 

u« 

^ 

t)V, 

u4 

—  cu' 

tV, 

(? 

-)'- 

e 

=  (t)' 

.u' 

\'    i 

»' 

/r«\* 

on  a  donc 


iU\        u  /«««X 

(t)  -  T  =  (t)  > 


4  rti  tu 

x=  -,     y  =  — ,      z=  — 
ce  e 


(Page  100.)  Probléme.  Satisfaire  aux  éqaaiions 


X  -f-  mx  =  y  9 
x^  —  mx  =  X*. 


Solt^tion. 


ce  qui  reyieni  au  problème  précédent. 

Théoréme.  Si  Too  a  trois  carrés  impairs  consécutifs  A  , 
B,  G,  on  a 

C—  B  — (B  — A)  =  8; 

de  mème  si  les  carrés  sont  pairs  et  consécutifs.  D*où  Ton 
conclnt  qne  les  différences  entre  les  carrés  impairs  consé- 
tifs  donnent  la  progression  8,  16,  24,  32  ,  etc,  et  les  dif- 
férences entre  les  carrés  pairs  forment  la  progression  12, 
20,  28,  36  etc. 
Il  emploie  ce  théoréine  comme  lemme  pour  résoudre   Té- 
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quation 

«*  —  y*    a 

Si 

on  a 

a:  =  2a-i-l,     y  =  2a  —  1,     «  =  2a-4-3. 
Si. 

a=2n-f-l9    i  =  2n-4-3, 

on  a 

0?  =  2n  -4-  2  ,     y  =  2n  9    «  =  2n  -h-  n. 

Faisons  géoèralement 

X  =:  tn-^n  j    ycsm,     js  =  m-+-2n, 
on  a 

x^ — t/*       2iii  -f-  n       a 

,TI&  ==  2^n  =  P  2M*-)  =  «(3«  -  *) , 

éqaation  à  laquelle  on  pent  satisfaire  d'une  infinite  de  ma- 
nières. 
Un  troisième  cas  particulier  est  celai 

a  =  jp*  ,    *  =  y*  , 
alors 

x=,",    y=M,    *=/• 

La  sointion  generale  de  Fibonacci  se  ramène  à  ceci: 
Soient  Ah  ,  Xn  j  A/z''  trois  termos  de  la  suite  naturelle 
des  carrés  des  nombres  impairs,  les  n  indiquant  les  rangs. 
On  a  d'après  le  théorème  rapporté  ci-dessus  , 

A,/  —  A„  =  4(n'  —  »)(n  ^  n'  —  1), 
A;,"  —  Xn'=  4(n"  -  n'){n'  ^  n"  -  1) 
on  doit  donc  satisfaire  à  Téquation 

b(n'  -  n)(n  ^  n'  --  1)  =;  a(n"  -  n')(n'  -f-  n"  —  1). 

Ànnaii  di  Setenze  MaU  e  Fi»,  T.  F/i.   ilfyrOe  1866.  10 
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Sxemple  I: 


*='9! 

:  a  ss 

2, 

■ 

,  il  pren4  n  —  4  ;  alors 

n'H-5, 

n": 

:s8. 

satisfont  à  l'équation 

A4  — 49,  A5  — 81,  As- 

225, 

81- 
225- 

-49 
-81 

32 

2 

~9  • 

Fibonacci  foit  obseryer  qae  les  solutions  fractioanaires  de 
l'équation 

a         a 


a         a 
*  — X 


donnent  aussi  des  soIutions  en  nombres  entiers  ,  car  on  a 


p  X   —  jp  y    a 

^  V  -  ;>  V  ~  r  • 

Exemple  Ilt 

*;=5  43,   a  =11, 

il  trouYo 

n  =  3,    n'=?=14,    n''  =  30. 

Fibonacoi  paryient  à  cds  diyerses  yalenrs  par  tfttonnements! 
Il  7  a  une  méthode  de  solution  generale  très<-8imple  ,  très 
directe,  déjà  employée  par  Diophante  pour  le  casparticu- 
lier  0=1,  krsi  (Diophante,  t.  II,  prob.  20).  Mais  Fibonacci 
ne  connaissait  probablement  paa  Diophante  qu'  il  ne  cito 
«jamais.  D'  aiilenrs  il  ne  cite  qu'EncUde.  A-t-il  connu  Al-» 
karki  ?  c'est  fort  doateux.  Il  résout  ensuite  ce  probldme 
qui  ne  présente  aucune  diflSculté  (p.  112): 

2  a  a 

*  -^  y  =  u 

j?*  -4-  y'  '-f-  «*  =8 1?* 

jj*  -H  y*  -f-  J5*  -I-  l'  =  u>^ 
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Ouesfio  mihi  proposUa  a  Magistro  Theodoroy  Domini  Im- 
peratoris  phylo90pho  (p.  114). 


X 

-+- 

y 

-+- 

z 

-^- 

ar' 

= 

«'. 

> 

X 

-*- 

y 

^ 

X 

-^- 

«• 

-H 

r 

=s: 

X 

-t- 

y 

-t- 

X 

-*- 

x' 

-+- 

y' 

-»- 

«'  = 

to*. 

G'est  la  demière  questiona  le  mannscrit  est  malheareiise- 
ment  interrompa  au  verso  de  la  fenille  39  ;  de  sorte  qu'on 
n'a  pas  la  solutioo  complète.  Elle  a  été  restaurée  et  gè-- 
Dèralisèe  dans  un  beau  trayail  de  M.  Genocchi  que  nona 
donnerons  dans  ce  journal.  Ce  qui  précède  suffit  pour  justi- 
fier  la  haute  importance  historique,  qu'on  doit  attacher  à  la 
couyerte  du  prince  Boncompagni.  On  trouye  on  outre  dans 
de  Touvrage  ci  tè  ci-dessus  {Intorno  ad  alcune  opere  eic.)j  des 
renseignements  curieux  sur  diyers  personnages .  Antonio 
delMazzinghi  da  Peretola  (yers  1350),  Dagomari  Paulo  del- 
l'Abbaco (Xiy.*  siede),  Jean  dell'Abbaco,  Antoine  Gorbinelli 
(XY.*"  siècle)/probablement  de  la  famille  de  l'ami  de  ma- 
dame de  Séyignè  ,  et  plusieurs  autres.  C  est  un  ouyrage 
à  consulter  pour  les  biographes  et  bibliographes . 
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g[JLLA    DIREZIONE    DEGLI   AEROSTATI. 

MEMORIA      , 

DELL'  IlVGCttIVERC  CARLO  «ABV9M. 

§.  1.  L'invenzione  degli  Aerostati  che  ebbe  luogo  al  fi^ 
nire  dello  scorso  secolo,  risvegliò  le  più  grandi  speranze 
circa  la  possibilità  di  percorrere  con  rapidità  ed  agevolezza 
Fatmosfera  che  ne  circonda.  Dopo  la  scoperta  di  Mongolfiee 
suirinnalzamento  dei  globi  mediante  l'aria  rarefatta,  il  per- 
fezionamento  arrecato  dall'applicazione  dellldrogene  al  riem- 
pimento dei  medesimi,  e  le  ascensioni  in  gran  numero  ve- 
rificatesi, sembrava  agevole  la  transizione  alla  scoperta  di 
un  meccanismo  che  applicato  al  sistema  sollevatoci  nell'at- 
mosfera, gl'imprimesse  in  una  data  direzione  una  velocità 
considerevole.  Tutte  queste  speranze  non  tardarono  però  a 
cadere,  ed  in  oggi  la  possibilità  di  dirigere  gli  Aerostati  è 
riconosciuta  essere  una  utopia,  per  la  difficoltà  d'innalzare 
una  forza  motrice  considerevole  e  di  peso  invariabile  in  un 
fluido  cosi  rado  come  l'aria,  superando  con  essa  le  correnti 
fortissime  che  percorrono  gli  spazii  atmosferici. 

Diffatti  l'Accedemia  delle  Scienze  di  Parigi  interrogata 
fin  dal  Febbraio  1784  da  un  ministro  per  nome  De  Breteuil 
sull'utilità  degli  Aerostati  e  sul  loro  perfezionamento,  ebbe 
a  rispondere  :  1.'  Che  gl'inviluppi  ordinarli,  allora  in  uso, 
non  erano  alti  a  sostenere  la  tensione  dell'idrogene  quando 
venisse  fortemente  riscaldato  dai  raggi  solari.  2.^  Che  il 
metodo  di  gettar  zavorra  che  non  può  ricuperarsi,  non  per- 
mette di  alzarsi  ed  abbassarsi  indefinitamente  a  \olontà  del- 
l'aeronauta, 3.^  Che  l'unica  forza  motrice  applicabile  alla  di- 
rezione dei  medesimi  essendo  quella  dell'uomo,  il  peso  di 
questo  motore,  molto  considerevole  a  fronte  dell'aria,  ob- 
bligava ad  assegnare  forti  dimensioni  all'  apparecchio  ele- 
vatore ,  per  cui  molto  rilevante  facevasi  la  resistenza  che 
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sHncontra  neiriddirizzarlo  a  travc^rso  la  massa  aerea.  4.°  Che 
l'allungamento  orizzontale  deirÀerostato  col  quale  spera- 
tasi di  ovviare  in  massima  parte  all'  ostacolo  che  incon- 
trasi nel  fender  l'atmosfera  ,  non  deve  oltrepassare  due  o 
al  più  tre  volte  il  suo  diametro  verticale.  5.^  Che  il  mi- 
glior modo  in  fine  di  valersi  degli  Aerostati  consiste,  dopo 
studiata  la  direzione  dei  venti  a  differenti  altezze  sulla  su* 
perficie  del  globo,  nell'innalzarsi  od  abbassarsi  fino  a  che 
.s'incontrino  quelle  correnti  che  favoriscono  il  moto  nella 
direzione  prefissa.  Ciononostante  riconobbe  queir  Accade- 
mia delle  Scienze  il  vantaggio  che  ritraesi  dall'ottenere  un 
moto  indipendente  delle  correnti  atmosferiche  sia  per  isce- 
gliere  il  punto  di  discesa,  sia  per  percorrere  un  mediocre 
spazio  in  un'Atmosfera  tranquilla^  anzi  fecesi  essa  a  redi- 
gere due  progetti ,  il  primo  per  una  macchina  capace  di 
portare  30  uomini;  l'altro  per  trasportarne  6. 

Fino  ad  ora  nulla  è  sopravvenuto  che  infermi  radicalmente 
il  giudizio  arrecato  da  quel  consesso  scientifico  sul  moto 
di  traslazione,  e  tutte  le  invenzioni  più  o  meno  ingegnose  gli 
esperimenti  effettuatisi  nell'epoca  attuale,  se  addimostrano 
la  facilità  del  moto  verticale,  additano  ancora  l'insufficienza 
dei  mezzi  onde  taluno  pretese  valersi  a  dirigere  un  Aero- 
stato nelle  regioni  aeree. 

Nel  gran  numero  d'invenzioni  che  sorsero  onde  risolvere 
il  problema  del  moto  orizzontale,  una   ve  n'ha  che  merita 

menzione  per  aver  fornito  soggetto  di  studio  teorico  al  prof. 
Magistrini  di  Bologna,  e  di  esperimento  pratico  al  defunto 
Principe  Luigi  Bonaparte.  Il  meccanismo  di  cui  discorro 
consiste  nella  rotazione  delle  superficie  elicoidali  attorno  ad 
un  asse,  il  qual  motore  così  prosperamente  applicato  in  oggi 
alla  navigazione  comune,  fino  dal  1823  forniva  argomento 
al  Magistrini  d'una  memoria  inserita  negli  atti  della  Società 
Italiana  di  Modena,  mentre  il  Principe  Bonaparte  verificava 
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dal  suo  Iato  sperimentalmente  Tefficacia  di  questo  propul- 
sore nell'indirizzare  un  globo  nell'aria. 

Il  Magistrini  sottopose  a  calcolo  nella  sua  memoria  l'ef- 
fetto prodotto  da  un  peso  che  discendendo  nell'  Atmosfera 
pone  in  rotazione  un  sistema  di  quattro  coclee  munite  cia- 
scuna di  quattro  superficie  elicoidali  formate  da  delle  stoffe 
flessibili.  La  rotazione  prodotta  dal  peso  discendente  genera 
una  pressione  sull'aria  nel  senso  dell'asse  della  coclee,  le  qua- 
li per  la  reazione  dello  stesso  fluido  sono  costrette  a  progre- 
dire con  moto  di  traslazione  seco  strascinando  tutto  il  siste- 
ma. Giunto  il  peso  al  termine  della  sua  corsa,  supponsi  che 
il  colatore  lo  rimonti,  e  pòscia  lo  lasci  di  nuoTO  discendere  ,. 
e  cosi  indefinitamente.  Esaminate  le  leggi  del  moto,  yario 
dapprima  e  poi  costante  al  termine  di  ogni  periodo  di  alter- 
nativa discesa  ed  ascesa,  applicò  il  Magistrini  le  formule  ot- 
tenute ad  un  caso  pratico.  Suppose  cioè  che  il  globo  sferico 
contenente  Tidrogene  avesse  m.  9,03  di  diametro;  che  il  peso 
motore  fosse  kilogr.  32,  57;  la  lungherza  della  discesa  m. 
3,00;  il  tempo  per  rimontarlo  75";  il  peso  totale  del  sistema 
kil.  890,  47.  Ridotto  il  hnoto  all'  uniformità,  dopo  ciascun 

.1 

periodo  di  83'';r-,  trovò  che  il  viaggio  orizzontale  è  di  m.  826 

circa,  all'ora.Siccomc  la  quantità  d'azione  sviluppata  dal  mo- 

1 
tore  è  minore  di  98  kilogrammetri  negli  83^^^,  é  evidente 

ó 

che  l'effétta  ottenuto  non  poteva  essere  che  meschino,  come 
infatti  risulta.  Inoltre  l'influenza  del  moto  progressivo  del  si- 
stema sulla  resistenza  <feiraria  alla  rotazione  delle  coelee,  es- 
sendo stata  valutata  in  modo  che  non  panni  consentaneo  eol- 
le leggi  della  Meccanica,  mi  é  sembrato  a  proposito  di  ripren- 
dere il  problema,  supponendo  che  il  sistema  sia  capace  di 
innalzare  un  certo  numero  d'uomini,  i  quali  vengano  appli- 
cati mediante  delle  manovelle,  ed  un  semplice  meccanismo  al- 
la rotazione  delle  coclee;  rintracciando  dipoi  mediante    le 
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note  leggi  della  meccanica  quale  effetto  utile  se  ne  possa 
ritrarre.  Da  questo  caso  particolare  potrà  poi  dedursi  notizia 
circa  la  possibilità  del  problema  generalmente  considerato. 
In  questa  ricerca  ho  supposto  che  diasi  all'elevatore  una 
forma  differente  dalla  sferica  cbe  é  poco  acconcia  ad  at- 
trayersare  un  fluido;  ma  mi  sono  rincliiuso  dentro  i  limiti 
deirallungamento  prescritti  dalF Accademia  di  Parigi  neirin- 
dagìne  per  essa  fatta,  come  ho  superiormente  indicato.  La 
maggior  incertezza  proviene  dal  yalutare  il  coefficiente  di 
resistenza  delFaria,  sia  al  moto  progressivo  del  sistema,  sia 
alla  rotazione  delle  elicoidi.  Pel  secondo,  ho  seguita  Tipo- 
tesi  del  Magistrini;  quanto  al  priaao  osserverò  che  se  per 
le  necessità  della  navigazione  ordinaria  vennero  istituite  nu- 
merose esperienze  sopra  galleggianti  o  corpi  immersi  di  dif- 
ferenti forme,  affine  di  conoscere  U  resistenza  che  oppon- 
gono al  moto  dentro  l'acqua,  altrettanto  non  può  dirsi  del 
fluido  aereo,  e  tanto  meno  si  rintracciò  la  forma  da  asse- 
gnarsi alia  prua  d'un  Aerostato,  onde  esso  incontri  il  mi- 
nimo ostacolo  nel  moto  di  traslazione.  Fui  perciò  indotto, 
dopo  fissata  la  oonifurazione  che  mi  sembrò  convenevole, 
a  determinare  due  limiti,  uno  maggiore,  Taltro  minore  pel 
coefficiente  di  questa  resistenza,  ed  a  calcolare  i  risultati 
ottenuti  id  entrambe  queste  ipotesi,  fra  i  quali  sarà  rac-* 
chiuso  quello  che  può  conseguirsi. 
^.  2.  Ciò  posto  denomino 

P'  =  KiL  1500  peso  da   innalzare    detrattone  T  idro- 
gene. 

M  massa  del  sistema,  compresovi  l'idrogene. 

1  =  9,  8088  gravità. 

t  =  12''  temperatura  delTatmosfera  supposta  invaria- 
riabìle  fino  alTaltezza  d'equilibrio  s:  400^^. 

f=K\U  1,24316  peso  d'un  m.°  c.^  d'aria  a  Uyello  del 
mare,  e  0»*^  76  di  pressione. 
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p'  id.  id.  aU'altezza  di  400^*  =  Kil.  1,  21748. 
f  id.  id.  del  m.^  c.^  d'  idrogene  a  12"  e  0.«  76  di 

pressione  =  Kil.  0,  08572. 
e  eccesso  della  pressione  delFidrogene  su  quello   dell' 

aria  a  400^  e.  s.  =  0,**  02  d  acqua. 
y  volume  deireleTat<Nre. 

V 

— ;  id.  dell'idrogene  suddetto  che  si  adopra  per  la  ca- 
li 

rie  a» 

h  elasticità  dell'aria  a  livello  del  mare  =  lOr'"  33  d* 
acqua. 

K  id.  id.  all'altezza  di  400.^^ 

A"  id.  dell'idrogene  id.  id. 

Pi  peso  del  m."  e."  d'idrogene  all'altezza  d'equilibrio. 

L  differenza  di  peso  dei  due  fluidi  id.  id. 

n  =  4  numero  delle  superficie  elicoidali  motrici. 

P  raggio  di  due  puleggie  montate  sull'albero  delle  su- 
perficie elicoidali  che  ricevono  l'azione  delia  forza 
motrice. 

F  quantità  d'azione  della  forza  motrice  in  1." 

F'  id.  id.  id.  misurata  alla  circonferenza  delle  puleg- 
gie suddette. 

P  resistenza  dell'aria  al  moto  rotatorio. d'ungala  misu- 
rata e.  s. 

V  velocità  della  circonferenza  di  queste  puleggie  al 
tempo  t. 

0)  =  —  velocità  angolare  di  rotazione  id.  id. 

? 
S  momento  d'inerzia  delle  masse  rotanti. 

«  velocità  di  progressione  del  sistema  al  tempo  t. 

X  j  y  y  X  coordinate  rettangolari  d'  un  elemento  della 
superficie  elicoidale  riferite  all'asse  X  di  rotazione 
e  ad  un  piano  perpendicolare  all'estremità  del  me- 
desimo. 
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tp  angolo  deir  elemento  superficiale  coli'  asse  di  rota- 
zìone. 

P 
7  ^  ^    resistenza  deiraria  alPaltezza  d'equilibrio  per 

la  superficie  1  e  la  velocità  1. 

a  raggio  del  cilindro  interno  su  cui  si  ravvolge  la  su- 
perficie elicoidale. 

i  -+-  a  id.  id.  esterno  che  la  circoscrive. 

f  angolo  dell'eiica  direttrice  del  cilindro  interno  colF 
asse  di  rotazione. 

m  passo  dell'elica  suddetta. 

2L  lunghezza  totale  delle  superficie  motrici,  misurata 
sull'asse  di  rotazione. 

H  resistenza  dell'aria  al  moto  di  traslazione  del  siste- 
ma per  la  velocità  u  =  1. 
Si  ha  dapprima  per  l'aria 

per  l'idrogene 

n'V  ~    n 
per  cui 

A  =  0,97934.  h  -^  e 
n 

e  sostituendo  per  h  ed  € 

n'=  ìy  019. 


Poscia 


/    _  0,08572    _ 

A*=y—P.=:  1,13337. 
P'  1500 


A    ■"    1,13337 


=  1323,49  . 


I 
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Ora  ritenendo  le  denominazioni  fatte,  càlcolo  il  valore 
di  P.  Sarà 

la  yelocità  di  rotazione  dopo  il  tempo  i  di  un  elemento  si* 
tuato  alla  distanza  (/(y'  -f-  z*)  dall*  asse  delle  superficie 
elicoidali. 

— k^ (»'-+- ^cos  9 

velocità  con  cui  l'elemento  incontra  l'aria  per  effetto  del 
moto  di  rotazione. 

— l/^(y*  -<-  z*).cos  9  —  ti  sen  9 

yelocità  con  cui  l'elemento  urta  l'aria  tenendo  conto  anche 
del  moto  di  traslazione  del  sistema. 

y'\  "^  l^(y   "^  J8  ).cos  f  —  u  sen  tp) 

? 

resistenza  dell'aria  sull'unità  di  superficie  al  moto  di  rota- 
zione. 

7  se  n  9  (— l/(y*-4-j5*).cos9— -wscnjj  j 

componente  di  questa-  resistenza  nel  senso  del  moto  di  tr^ 
slazione,  ovvero  dell'asse  di  rotazione* 

7  cos  9  (— i/(y*-^z*).cos9 — uscny) 
? 

componente  della  stessa  resistenza  perpendicolare  all'  asse. 

Inoltre  essendo 

X  tang./ 
z  =-  y  tang. 

l'equazione  della  superGcic  elicoidale^  sarà  l'area  dell'eie- 
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mento 


d,dy[/(eos^  .^^  -.-  i^^ 


xiang.f 
cos 


a 


y  tang./* 
.a?  tang/ 

COS.  — 


a 

cos  f  =  ~ 


per  cui  si  ha 

tang.^.y.dordy   yi> 

a  cos* 

a 

per  la  resistenza  deirelemento  nel  senso  del  moto  rettilineo; 

da;dy 


tang.r.y.dxdy   ,.        ^^     ^^  y 

'  a?.tang/\p'^  ^^         /        r  r/ 


cos 


|£^(V(y'-Aco8y-«sen9) 


a 


per  la  resistenza  dell'elemento  perpendicolare  all'asse.  Sosti- 
tuendo di  nuovo  per  seny  e  cosy  i  valori  trovati,  per  l/"(y'-t-JK*) 

l'espressione y  dedotta  dall'equazione  della  su- 

ce  lang*/ 

cos — 

a 

perficie  ,  ed  infine  per  — ^  il  suo  valore    —  *  si  avrà 

a  m 

2»  y^djjdy  jv        2nu  \' 

*'  m  ^2ixx  /      ,  27tx        An^    ^  \\o  m  / 


cos. (cos h 

01  \  m  m 


.»•) 


<p  m 


»  f 
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Per  la  componente  della  resistenza  parallela  all'asse. 

y^dordy /v  2nu  v* 

.ne  cos*  --—   H-   —  y  )  J' 


cos 


Per  la  componente  perpendicolare  alFasse. 
Il  momento  di  questa  componente  è 

y^l^iy^  ^*~  «*)da:dy  jv  ^nu  r 

cos  icos 1 r  y  ) 

m     \  m  m        / 


y:»dxdy(-  -  — .) 
=  7- 


cos'  (  cos' 1 — r  y  ) 

e  la  componente  medesima  valutata  alla  circonferenza  della 
puleggia  di  raggio  p 


27ru 

7  ^         ''\p  m 


y3d^dy(l   -  -^) 


m    ^  m  m    ^  / 

Queste  due  componenti  valutate  per  tutta  V  estensione  di 
un'ala,  danno 

2717  /»  27ru  \  *  rr yMxdy 

m    \p  m     ÌJJ      »  27rx  /      .    2rra:  4;:*  _  v 


cos' 


7 /t?  2;rw  v'/V  yMxdy 

p  Vp  m    ÌJJ  2nx .         2nx        ìtt*  »\ 

integrali  che  debbono  effettuarsi  fra  i  due  cilindri  di  rag- 
gio a  e  l-^a  e  per  tutta  la  lunghezza  2L  delKala. 
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Eseguendo  si  ha 

yLm 


"^  «*)  =  (M) 


uv 


per  la  compoaente  della  resisteaza  d^an'ala  al  moto  retti- 
lineo j  e 


m' 


per  la  resistenza  al  moto  rotatorio  valulala  e.  s.  Si  ha  inol- 
tre l'equazione 

La  quantità  (M)  può  scriversi  sotto  la  forma 

(M)  =  Rt?'  —  ÌH'uv  -*-  R'V 
e  la  P  diviene 

P  =  -^—iRv^  —H'uv  -i-  RV) 

'Inp  ^ 

ay vertendo  che  iù  entrambe  queste  espressioni  deve  veri- 
ficarsi la  condizione 

J         "^ 
affinchè  la  resistenza  dell'  aria  alla  rotazione  si  operi    sul' 
lato  della  superficie  opposto  al  moto  di  traslazione. 

§.  3.  Ora  suppongasi  che  la  forza  motrice  sia  applicata 
a  delle  manovelle  montate  attorno  ad  un  albero  secondo  tre 
piani  ad  angolo  di  120^  fra  di  loro.  V  albero    porli  due 
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ruote  dentate  le  quali  ingranino  in  due  rocchetti,  ciascu- 
no dei  quali  ha  un  proprio  albero  che  porta  altresì  una 
puleggia.  Queste  due  puleggie  mediante  due  funi  perpe- 
tue pongano  in  moto  quelle  fissate  sull'asse  delle  superfi- 
cie elicoidali.  Denomino 

r'  il  raggio  delle  manovelle. 

R'  il  raggio  della  circonferenza  primitiva  delle  ruote 

dentate, 
r  il  raggio  della  circonferenza  primitiva  dei  rocchetti. 
R  il  raggio  delle  puleggie  montate  sugli  alberi  dei  roc- 
chetti. 
p  il  raggio  delle  puleggie  montate  sull'albero  elicoidi 

(e.  s.) 
fii  numero  dei  denti  d'una  ruota  dentata, 
n',  numero  dei  denti  d'un  rocchetto. 

t?'  velocità  del  gomito  delle  manovelle. 

R'     R 

V  =— r   —  V  velocità  della  circonferenza  di  raffffio  p. 
r     r 

d  ,  .  .  diametro  dei  perni  dell'albero  delle  manovelle. 
cl|  .  .  .  diametri  dei  perni  degli  alberi  dei  rocchetti. 
,cl  .  .  .  diametri  dei  perni  dell'albero  elicoidi. 
P  .  .  .  Pi  .  .  .  iP  .  .  .  pressioni  medie  dei  perni  contro 

i  cuscinetti. 
r>  T'»  r"  coeffi.  dell*  attrito  dei  perni  nei  cuscinetti , 
dei  denti  degl'  ingiTanaggi,  e  delle  funi  nelle  gole 
delle  puleggie. 
s  =  j9(p  arco  abbracciato  dalle  funi  perpetue  in  ciascu- 
na puleggia  dell'albero  elicoidi. 
Le  quantità  d'azione  assorbite  nell'istante  di  dal  mecca- 
nismo di  trasmissione  sono  le  seguenti. 
Pei  perni  dell'albero  delle  manovelle 
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Pei  denti  degl'ingranaggi 

1       1  \ 

— \-^-(f  -  npd-  •  •  •  )^)dt. 

Pei  perni  degli  alberi  dei  rocchetti 
Per  le  funi  perpetue 

7 


t-r^yf*^"-)  „•   .. 


t —  _^^^^^_,,^., 


-<  dU 


('--«)  e  *-7f-) 


P   -1 


Pei  perni  deiralbero  superficie  elicoidiche 

r   r  2p 
ed  in  totale 
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F.. 


1-rW*— *-)e^ 


e  P   —  ì 


c  /»  —  1  e  P    -«-1 

quantità  che  ha  la  forma 

(^F-+-nv)d^....  (*) 

e  per  essere  v^  proporzionale  a  v 

dtifiF  -4-  Uv). 

Ora  il  principio  delle  forze  vive  dà  Tequazione  concer- 
nente il  moto  di  rotazione  dopo  il  tempo  t 

2f¥i  —  J^{^F-^nv)dt'^  ^Jyvdi^ 


.a     -.2 


=  «'»  -^  «V  -*-  X.  gn  «'•  »" 

in  cui  5,  «',  5"  sono  i  momenti  d'inerzia  delle  masse  ro- 
tanti dell'albero  elicoidi,,  degli  alberi  rocchetti,  e  dell'albe- 
ro manovelle.  Ponendo 


„',  ^  |1  «^'  -^  1^  ^,  «V  =  «'.  s 
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poscia  differenziando  e  dividendo  per  2dt^  si  ha 

d6> 


facendo 


si  avrà 


F(l  —  /3)  —  4Pt?  —  nt?  =  So)  ^ 


1  - /3  =  « 


S  dv         aF  ^  n. 
^^'  p'   dt  V  ^    ' 

equazione  in  cui  a  e  TI  sono  coefficienti  determinati  dall' 
antecedente  calcolo  del  meccanismo. 
L'eqnazione  del  moto  di  traslazione  sarà  evidentemente 

e  sostituendo  per  P,  le  due  equazioni  diverranno 

(R)        M  ^  =  4(Rt)'  -  R'w  -H  R"u')  -  Hu^ 

Elimino  fra  esse  il  trinomio,  e  fo 

àF  ~  Tlv  ==  F' 

S    dt?  F'  »»   /„    a  m,  ^^  \ 

p^  di  t?  27r/9  V  dt  / 

da  cui 

27rS«(it}  -H  mMjE>t?(iu 

^^^  ~  27r/>'F'  -  mpEu'v   * 

L'equazione  (R)  dà 

Mdu 

^  ^  "^^  ~  4Ri?"  —  4R'ui;  ^  (4R"  -  H)u'  ^ 

perciò  sarà 
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^  '    4Ro*— 4R'»t>-.-(4R"-H)tt»'^2jrp'aF— 2jr/)*n»— m^Htt'» 

equazione  che  converrà  integrare  per  approssimazione. 

A  tal  fine  osservo  che  la  velocità  u  parte  da  zero  per 
raggiungere  nn  valore  che  appartiene  al  moto  uniforme  del 
sistema.  Suppongo  ora  che  quest'ultimo  risultato  si  divida 
in  un  certo  numero  d'intervalli  eguali.  Cosicché  chiamando 

queste  velocità,  esse  formino  una  progressione  aritmetica. 
Suppongo  inoltre  che  alle  velocità  suddette  corrispondano 

^o  ^   ^i  9   ^2  9    •    •    •    •    ^a  >   ^oe+i  •    •    •    • 
•o   »    •!>   *a   »•••••«  J    *fle-#»i    •    •    •    • 

Dopo  il  t#Dipo  t  compreso  fra  t»  e  ^%  siano  u  e  n  le 
velocità  di  progressione  e  di  rotazione,  comprese  fra  Ua  e 
UcH-i  la  1/;  V(K  e  t}«^i  la  2.*  Sarà 

ti  ss  ttoe  -H  u' 

chiamando  u'  una  nuova  variabile.  Per  cui 

Considero  u  costante  nelFintervallo  fra  Uà  e  u^^i  ,  e  pon« 
go  io  sua  vece 

2        ~^' 
Per  tal  ipotesi  l'equazione  (G)  diviene 

_2^  [(4R' ■-H)U"t>  —  4R  Ut)'  -t-  JRv^^dv 

M    27r;"aF— [2;r|on-f-mHU*-H.mM(4R"— H)U"]/3»^4mM/9Rt)^(U-r) 

la  quale  integrata  fra  i  limiti 

U'  =  0  ,   t>  =  P«      e      U'  =  U,+,  —  a«  ,      t?  =  t^ae+i 


(163) 
dà 

Il  ti 

D)   «...-«.=-^  |_A(«^.-t,.K  log.  (^— zj)      («'_^e....-9') 

^ci/  (46' — fi')y"-r°*''"  4S'--0"  -H-  (2»,  H-  e)(2»«^.  -^  9)1} 

essendo 

»J  —  B^'  -+.  B't>  -  B  =  (t>  —  d)(»*  -*-  e»  H-  9') 

B=  "<^^      li'_  2fff?nH-mHU'-H-mM(4R"— H)U'       „_  B'U 
2mMR'  """  4mMR  '  R 

A'-^A-Ì  A"y-A'(9-^$) 


^,^2»rg»F^  ^„  ^      2ffpn 


mHU' 


mM  mM 

1 

A  = ;  C  *s=  4i»MpR. 

mMjJ  ' 

Nel  caso  in  cui  le  tre  radici  dell'equazione 

.     t>'  —  B'V  -+-  B'v  —  B=  0 
sono  reali,  si  avrà  quest'altra  espressione 

Pi  Qi  Ri 

in  cui  9,  d',  9"  sono  le  tre  radici  suddette,  e 

„_     A'-A"$     ^_    A^-A"y  A'  — A"»" 

• —  /»     »'\/>     *>i\  »  ^' — 755     >\/>i     5i7T  '  **' — />»< 


(j_j')(j_d")  '  ^'  (5'_d)(d'_a")  '  '  (5"_j)(3"_a') 

L'equazione  (A)  dà 

ffS  vdv 


dt  = 


p    («F  —  nv)np  —  2m(R«»  —  R'm'  -*-  R"u't)) 
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sostituisco  per  «,  U  e.  s.  ed  integrando  fra  i  limiti 

ottengo 

ili 


_  /2Q.-R.ev       /.    __       2(e.^.  -  t>«r  (4e'  -  9')        x-1 
V(49'-^)/       v"^^  i&  -  6'-^  (2»«  -♦-  e)(2v^,  -h-  6)>'J 
in  cui 

„3  «_  C»'  -f-  B»  —  A  =  (e— d)(e'  -H  e«  -^  fl*) 


A-  '^P*''   .  R  _  «/'n  -^  2mR"U»  R'U 

§.  4,  Le  equazioni  (D)  ,  (D) ,  (D,)  ofi^ono  il  modo  di 
calcolare  il  moto  vario  del  sistema  in  un  caso  determina- 
to.  Per  dame  un  esempio  suppongo  che  si  abbia 

p  =  0,15         R  =  0,0385402    r  =  0,08 

m  =;=  0,185        R'  ^  0,3926842    R'=;=  0,70  ragg.  ruote  dent. 

l  Z  0,9349^    *"=  ^'0002599    R=  0,60  ragg.pulegg.  mag. 

F  =  60  »   ?=  0,1417546    „  .        n  *n 

n  =  0,3757      »'  =  0,4790096    "«*•  —  ««  =  f.W. 

n  =  1,9985      f"  ^  3,8324050 
Con  questi  d^U  si  formaQo  i  seguenti  valori 
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velocita'  Velocita' 

tempi  di  rotazione        di  traslazione 

t  =    0",  363  V  =    3",  053  u  «  0»,  40 

t  =    1",  935  V  =    5»,  620  u  =  0»,  80 

I  z^    5",  369  V  ^    8»,  848  u  =  1»,  20 

r  =  10",  895  V  =  12»,  241  u  =  1°,  60 

t  =  20",  195  t?  =  15»,  681  tt  =  2»,  00 

I  c=  38",  430  V  =  19»,  137  w  =  2»,  40 

Volendo  proseguire  questo  calcolo  si  trova  t  immaginario. 
Restringendo  l'intervallo  Ue^^i  —  t#«  da  0",  40  a  0»,  10  si 
trova  ancora  t  immaginario,  perchè  nell'equazione  (D|),  la 
quantità 

Va  —  9  d  —  Vg 

sottoposta  al  logaritmo  diviene  negativa;  ora  essa  non  può 
passare  dal  positivo  al  negativo  senza  divenire  zero  o  in- 
finita. Questo  secondo  caso  è  quello  che  si  verifica  fra 

t)=19,137        e        «=21,302 
corrispondenti  a 

I*  »a  2,  40        e        u  13=  2,  50 

Fra  questi  limiti  sono  dunque  compresi  un  valore  Ai  u  ed 
un  altro  di  t)  pei  quali 


'ec-hl 


-5 


00  e  ^oe+i  —  *«  =  <^ 


e  quella  coppia  di  valori  appartiene  al  moto  uniforme  del 
sistema,  che  come  è  noto  in  simili  casi,  non  si  raggiunge 
che  dopo  un  tempo  infinito,  benché  dopo  38",  43  ne  dif- 
ferisca pochissimo.  Quali  siano  esattamente   questi  valori 
limiti  di  u  e  1?  si  vedrà  più  lungi. 
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§.  5.  Dopo  aver  indicato  in  qual  modo  si  possa  per  ogni 
caso  speciale  calcolare  il  moto  vario  del  sistema  ,  sarà  a 
proposito  d^indagare  le  leggi  del  moto  equabile,  e  sopra- 
tntto  le  condizioni  da  adempiersi  aflSne  d'ottenere  (dentro 
i  limiti  prescritti  dalla  natura  del  problema  )  il  massimo 
effetto  utile  dalla  forza  motrice  che  si  è  innalzata  nell'at- 
mosfera. Riprendo  adunque  le  equazioni  (A)  e  (B),  e  sup- 
pongo cbe  il  moto  sia  ridotto  alla  permanenza,  per  cui 

di  '        d$ 

In  questo  modo  si  ottengono  le  due  equazioni 

F'         2i» 
(AO  —  =  — (Rt?'  -  JH'uv  -H  R"tin 

(B')  Hu'  =  4(Rt;'  —  R'ut?  -f-  R"w*)  ; 

eliminando  il  trinomio 

__  27rpF'  _  27r,^(aF— ITt>) 


-nt?) 27r/9ccF 

Elimino  v  dairequazioae  (B')  ed  ottengo 
(D')  «^(4R*  -H)(^n  -*-  ^  Hu*)* 

—  4«pFR'tt  (pn  ^  ^  Hu*)^4a'p«p>R  =  0 

equazione  di  6.^  grado  dalla    quale  si  mava  ^  ,  e  sosti- 
tuendone il  valore  nella  (G%  si  ottiene  v  e  quindi  te. 
Le  indeterminate  del  problema  sono  \%  quantità 

fra  cui  la  «I  i  quella  la  eui  detersunazione  onda  ottenere 
il  massimo  effètto  utiJe  è  la  più  ciMifaeeirte.  Soslitmndo 
per  Ry  K',  R''  i  loro  valori  espressi  per  m  9Ì  vede  elw  il 
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metodo  ordinario  di  risolvere  il  problema,  é  impralicabite 
nel  caso  attoaie,  onde  cercherò  di  semplificare  la  questione 
e  giungere  in  altro  modo  allo  stesso  risultaiOé 
§.  6.  Il  yalore 

si  riduce  a 

F'  ttte  «F 

quando  si  trascuri  Ilt^ ,  ossia  le  resistenze  dei  perni  su 
loro  cuscinetti  nel  meccanismo  di  trasmissionct  Con  quest* 
ipotesi  Tequazioue  (D')  diviene 

^^  mH(4R''  — H)  «i«^(4R"-H) 

Avendosi 

m  m 

sarà 

^  327ry«FB  ,  ìònya'V'K      _  j. 

"         16Hffy  R  —  m'H»  "  "^  16R'/j'H'R-m'H»  ~    ' 

Pongo 

l6ff'j?»«Fg        _ 

16H7r*p'R  —  m'H'  "^  ^ 
ci  ha 

«3  =  jfds  1/  (jr*- ~p  y)  ; 
per  cui  l'effetto  atile  é  rappresentato  da 

y  potando  e98«re  poÀtiyo  o  B«(ptivo. 
Sappongo  che  g  sia  positivo 

«Ff         1 


y  = 
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pODgO 

=  «',    «'<!;    g  = 


ì&nYìH      -'-->-'    ^      H(t  -~a') 

Ciò  posto  si  hanno  le  due  equazioni 

ccF 
Htt'  = — -  pel  segno  superiore 

Hu'  =  ,r ;7-7r  pel  segno  inferiore  : 

onde  segue  che  pel  segno  inferiore  Hu^  é  compreso  fra  iocF 
e  ccF  ;  e  pel  segno  superiore  Hu^  ^  ctF.    Questo  risultato 
è  eyidentemente  assurdo,  poiché  l'effetto  utile  non  può  mai 
superare  la  forza  motrice. 
Infatti  quando 

«F 

^  il 

27rpaFu        2npu 

mHtt^  m 

«         27rtf 

-  <  

p  m 

locché  è  opposto  a  quanto  si  é  stabilito  nel  §.  2. 
Quando  g  è  negatiyo  a'  *>  l 

(I        . 
y* — T- 1  pel  segno  superiore 

Hw'  =  —  ^^("77? r)  P^^  s^g**®  inferiore. 

Nel  1^  caso  Hu^  è  compreso  fra  o  e  iF;  nel  %^  è  sempre 
negatiyo. 

Rappresentando  dunque  graficamente  i  Valori  di  u  me- 
diante la  quantità  gj  si  ayrà  una  curya  a  quattro  rami  in- 
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finiti  rappresentati  nella  figura  1,  la  qual  cnrya  è  tangente 
alle  ascisse  u  all'origine  delle  coordinate,  ha  due  rami  as- 
sintotici  ad  una  parallela  all'asse  della  j^  condotta  dal  lato 

3 

delle  ascisse  positive  ad  una  distanza  1/  (»-   o")  ^  ^^  ^" 

cui  le  ordinate  positive  sono  limitate  da  un'altra  tangente 

aF 
parallela  all'asse  delle  u  e  distante  da  esso  la  quantità  -==-  . 

Il 


Infatti 


(^"  -  ir) 

diviene  o  per  u  c=  0    e  ^    u  =  1/     l  ^  j 


3 


e  diviene  oo    per  w  =  1/    y-  —  ì  , 

che  dà  altresì  g  =  oc  , 

Il  punto  P  a  cui  appartiene  la  massima    velocità  non  che 

3 

il  massimo  effetto  utile,  ha  per  ascissa  ti  =s  1/  |  — j. 
I  valori  di  m  che  rendono  adunque 

m'H 
SnYR 

non  possono  dare  per  effetto  utile  che  una  quantità  mino-* 
re  di  i  F';  e  quelli  che  rendono  la  stessa  quantità  <C  i  si 
approssimano  tanto  più  al  massimo  effetto  utile,  quanto  è 
minore  il  suo  valore;  poiché  facendo 


m=sO  y    si  ha 


(  170  ) 


NellHpotesi  fatta,  si  otterrebbe  adunque  la  disposizione  più 
vantaggiosa  mediante  un'infinità  di  spire  infinitamente  pros- 
sime e  formanti  angolo  infinitesimo  col  piano  perpendico- 
lare all'asse  di  rotazione;  in  allora  la  formola 

_  2npa¥ 

dà 

t?  =00 

Siffatto  risultato  è  evidentemente  erroneo  a  cagione  della 
inesattezza  della  formola  di  Newton  per  la  resistenza  dell' 
aria  al  moto  rotatorio  nel  caso  estremo  cbe  ora  si  é  fatto. 
Quando  però  né  m  =  0  ,  né  t?  =  oo  la  formola  assunta  per 
la  resistenza  dell'elemento  può  dare  dei  risultati  abbastan- 
za soddisfacenti,  come  provano  le  esperienze  di  Smeatoo 
sui  molini  a  vento.  Eliminando  adunque  i  valori  estremi 
di  m,  Risulterà  nonostante  che  diminuendo  m  si  aumentano 
la  velocità  v  e  l'effetto  utile  Hu^. 

§.  7.  Dovrà  dunque  farsi  in  modo  che  la  velocità  v  tra- 
smessa dalla  forza  motrice  alle  puleggie  ,  sia  la  maggiore 
che  é  conciliabile  colla  natura  di  essa  forza  e  colla  com- 
posizione e  dimensioni  del  meccanismo;  ora  la  necesaità  di 
non  moltiplicar  gì'  ingranaggi  e  con  essi  gli  attriti  ed  il 
peso  da  innalzarsi,  nonché  di  valersi  della  forza  dell'  uo- 
mo esclusivamente  a  qualunque  altro  motore,  determinano 
il  limite  di  v  che  ora  chiamerò  d.  Cerco  adunque  il  valore 
di  m  per  cui  t;  =  d. 

Considero  il  ramo  di  curva  nel  quale  si  ha  g  positivo  che 
si  é  visto  essere  il  più  vantaggioso,  cioè 
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si  ha 


.'='-K(^-r')' 


^       2npa¥ 


mHu 


2 


••=  b  -  Vi'--  ff  ')Y  ■' 


dalle  qaali  ponendo  per  g  il  sao  valore 

16ffygFB 


'        IBHffVR  —  m'H» 
si  ottiene 

Quest'equazione  determina  m  in  funzione  di  J  e  delle  co- 
stanti del  problema  nel  modo  suindicato.  Siccome 


(G) 


quando  si  trascuri  il  V  secondo  termine ,  che  pei  valori 
non  molto  grandi  di  m  é  sempre  assai  piccolo  rispetto  al 
Vj  la  medesima  diviene 

Il  valore  di  m  cbe  se  ne  ritrae  sarà  tanto  miaore  per  ao 


(  172  ) 
dato  d  quanto  è  più  piccolo  p;  onde  si  deduce  che    que- 
8t*indeterminata  deve  essere  assai  tenue. 

La  quantità  ci  da  cui  dipende  l'effetto  utile,  può  anche 
scriversi  sotto  una  forma  più  semplice,  ritenendo  il  valore 
approssimato  di  j^^R.  Infatti  se  chiamo  jx  il  coefficiente  che, 
moltiplicato  per  l'area  della  sezion  massima  2  dell'elevato- 
re, rappresenta  la  riduzione  della  medesima,  attesa  la  con- 
figurazione della  prua,  nel  calcolo  della  resistenza  al  moto 
di  traslazione,  sarà 

H  =  yfL2. 

Siano  inoltre  2',  l'area  di  un'ala  elicoidica  ;  n ,  come  si 
disse,  il  numero  delle  medesime;  2''  la  sezion  rettangolare 
dei  cilindri  che  circoscrivono  le  elicoidi,  o  per  dir  meglio 

la  differenza  delle  loro  sezioni  rette. 

JJ  ,  27rx 

cos    

m 

_  f  r^  1      /2yr(<  1^  o)  -f-  \r\m^  -f-  4;r^(Z  h-  a)']  v 
~    1271     *^  V  27ra  ^  J/^K  "^  *'^'«*)  ' 

■*-  -^((Z  -H-  a)l/^[m*  -^  47r'(Z  -*-  a)"]  —  a\/'{jiC  ^  in^a*)  )1 

quantità  che  per  dei  valori  frazionarli  assai  tenui  di  m  , 
come  quelli  che  si  è  visto  appartenere  al  'massimo  effetto 
utile,  e  che  si  ritraggono  dall'equazione  (G),  si  riduce  con 
molta  approssimazione  a 

r=2L  1((Z -^  a)"  -  a»  )  . 

Inoltre 

2"  =  71  [(Z  -h  ay  -  a»]. 

Queste  espressioni  sostituite  in  a',  danno 


(173) 

n2' 


a  = 


2nLi"  ' 

equazioni  che  non  contengono  y,  onde  se  ne  deduce,  che 
isolatamente  considerate  cioè  non  derivando  m  dalla  (6),par- 
che  frazionario,  hanno  luogo  teoricamente  tanto  per  Taria, 
come  per  Tacqua  o  qualunque  altro  fluido.  Da  esse  si  rileva 
che  l'effetto  utile,  è  in  ragione  diretta  della  superficie  l'\ 
del  numero  n,  e  della  lunghezza  L,  ed  in  ragione  inversa 
del  passo  m  e  della  superficie  ridotta  joZ;  ovvero,  in  ragione 
diretta  della  superficie  ni'  ed  inversa  della  |ul2. 

§.  8.  Fino  ad  ora  si  è  trascurata  la  quantità  di  azione 
Tìv.  Essa  deve  evidentemente  impicciolire  le  velocità  Vy  u. 
Il  valore  di  m  dato  dall'equazione  (G)  dopo  avervi  intro- 
dotto i  valori  di  L,  a,  {,  p  determinati  dalle  considerazioni 
precedenti ,  nonché  di  ceF  e  di  H  dipendenti  da  Y  ,  non 
coincide  adunque  colla  disposizione  più  vantaggiosa  quando 
si  tenga  conto  di  tutte  le  circostanze  del  moto.  Per  otte- 
nerla, finalmente  traggo  dall'equazione  (G)  un  valore  di  m 
che  sostituisco  nell'equazione  approssimata 

a 27rp«F  2npaF 

mHv  mHd 

che  deriva  dalla  {C)  trascurandovi  II.  Ne  ritraggo  u  che 
sostituisco  nella  medesima,  ed  ottengo  m  che  farò  =(p  dopo 
avervi  posto  come  sopra  i?  =  d.  Il  primo  risultatoisaràun 
limite  superiore,  ed  il  secondo  un  limite  inferiore  di  m. 
Con  m^=  (p  ottengo  dalla  (D')  un  nuovo  valore  di  u  che 
sostituito  assieme  a  t?  =  3  nella  (C)  darà  m  =s  ijf'.  Di  nuo- 
vo (D')  darà  u  che  sostituisco  nella  (C')  da  cui  ricavo  m=4''« 
Proseguendo  a  sostituire  nella  (B')  per  ottenere  ti,  e  nella 
(C)  per  avere  m  si  può  giungere  con  tutta  1'  approssima- 


L. 
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zione  che  si  desidera  ai  valori  esatti  di  m  e  di  u,  locchè 
potrebbe  anche  direttamente  ottenersi  dalle  eq.  (C)  e  (D') 
fattovi  t?=J. 

L'equazione  (E)  e  la  curva  superiore  della  figura  2^  in- 
dicano con  molta  esattezza  i  valori  della  velocità  u  quan* 
do  m  non  è  piccolissimo  ;  altrimenti  danno  dei  risultati 
erronei,  e  tanto  più  falsi  quanto  più  m  avvicinandosi 
allo  zeroy  la  velocità  v  ed  il  termine  Ilv  sono  considere- 
voli. Per  avere  una  formola  semplice  con  cui  calcolare 
i  valori  di  u  quando  m  poco  differisce  da  zero  ,  e  deter- 
'  minare  la  forma  della  curva  in  quest'ipotesi ,  riprendo  la 
equazione  (D')  e  sostituendo  invece  di  R'  e  R"  i  loro  va- 
lori in  R9  ottengo 

(*»      «  {—h? — )("'*  ^  2;ì«-  ) 

_  i^  R«F.«(np  -+-  ^  H«*)  H-  4«'FyR  =  0. 
Si  è  posto 

sviluppando  il  logaritmo,  e  trascurando  nel  2.'  membro  le 
potenze  superiori  alla  4*,  si  ha 

&:-.  yl r(^-^)'  -  a'    m_     ii^^^^juiL  t::^!::!^! 

m»  ""  2«  t         «I  :ìn'  ^\  a    r  {Any     a\l-^)'  J 

PODgO 
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32ff5         a"(Z -+-«)»    * 

i-r  = Bm-t-Cm' . 

m  m 

Sostituisco  questo  valore  nell'equazione  (D');  poscia  svilup- 
pando il  valore  di  u  in  serie  ascendente  secondo  le  po- 
tenze di  ffi,  e  trascurando  quelle  superiori  alla  4*  ,  si  ot- 
tiene col  metodo  di  Lagrange  (Y.  Lacroix  trattato  di  Gai- 
colo  Diff.  e  Int.,  1°  voi.) 

1    1/  H  /  1      H»  \    T  1 

Dft  quest'equazione  n  rileva  che  per  m  =  0  si  ka  ussO  e 

3 

non  P*  l^  iT  ^^^^  ^^  otteneva  coH'equazione  approssi- 
mata (E),  Essa  offre  il  modo  di  calcolare  con  facilità  i  va- 
lori di  u  per  m  prossimo  allo  zero,  preferibilmente  all'e- 
quazione (D').  Ma  prima  bisognerà  conoscere  quali  siano, 
se  positivi  0  negativi,  i  segni  dei  termini  dopo  il  1*  ,  che 
sono  affetti  dalia  radice  di  2"*  grado.  Si  è  veduto  infatti 
antecedentemente  ehe  l'equazione  in  u  fornisce  due  valori 
per  ognuno  di  m,  uno  dei  quali  non  soddisfa  alla  condizio-    - 

ne  —> posta  nel  §.,  2.  Suppongo  che  si  dia  alla  ra- 

p         m 

dice  il  segno  —  ,  per  cui 


(176) 


u  = 

MmH-M' 

3 

m   ec,     ossia     u  >  tt — ==-m; 

sarà 

1 

2fr»         aF 
m     ^  pD  ' 

ma  l'equazione 

(G) 

ridncendosi  per  dei  valori  pi( 

di  m  a 

«F 

si  avrà 

2fru         V 
m          p 

L'ipotesi  anzidetta  é  perciò  inammissibile  ;  per  cui  dorrà 
addottarsi  per  le  radici  il  segno  -h-  e  per  la  serie  il  —  . 
Si  yedrà  poi  facilmente  qual'è  la  sua  tangente  airorigine, 
o v'essa  è  concava  verso  le  ascisse^  e  se  ne  determinerà  il 
corso  pei  punti  prossimi  alla  medesima. 

Quando  m  =  oo  ^  la  superficie  elicoidale  diviene  un  pia- 
no che  passa  per  l'asse  di  rotazione;  in  questo  caso  si  ha 
evidentemente  u  =  0.  Il  valore  di  t?  è  dato  dall'equazione 
(A')  col  porre  m  =  qo  ,  pel  quale 

mR  = -5!!f  ((i  ^  a)4  — «4^; 

sostituendo  si  ha  l'equazione 

np» «Fp» 

"  "*~  27L  [(?-+-o)4  —  o4]  *       2yL  1(1  -f-  a)4  —  «43 
da  cui  si  trae  v.  Trascurando  II ,  sì  ha  immediatamente 

^^Py  (  27L  [(l -^ ay*  —  a4]  /  ■ 


(177) 
li  valore  di  v  somniinistra  il  numero  dei  giri  delle  su- 
perficie elicoidali  in  l''.  Infatti 

V  =  2npS 

chiamando  N  questo  numero. 

Affine  di  addimostrar  viemmeglio  l'influenza  della  quan- 
tità  m  sai  risultati  che  si  ottengono  per  w  e  o  ,  non  che 
l'approssimazione  che  si  raggiunge  ommettendo  la  resistenza 
IIv  nella  più  parte  dei  casi  »  aggiungo  uno  specchio  che 
contiene  i  risultati  di  queste  differenti  formole  per  dei 
successivi  valori  di  m,  e  pei  seguenti  delle  indetermina- 
te. 

F=-60}    a  =  0,9349;    n  =  0,3757;    a  ==0,10; 
l=0,\0;    2L  =  4;    />  =  0,15;    H  =  1,9985. 


Valori 
di 


m 


0,00 
0,01 
0,10 
0,30 
0,50 
0,70 
1,00 
3,00 
5,00 
7,00 
10,00 
100,00 

00 


Valori  di  u 


Equaz. 

(P) 


0,00 
1,32 


Equaz. 

(D') 


2,44 
2,37 
2,29 
2,24 
2,12 
1,67 
1,40 
1,22 
1,04 
0,34 
0,00 


Equaz. 

(E) 


3,04 
2,89 
2,64 
2,45 
2,34 
2,25 
2,14 
1,68 
1,41 
1,22 
1,04 
0,34 
0,00 


Valori  di  V 


Equaz. 

(C) 

149,  31 

135,  90 

34,24 

14,21 

9,45 

7,17 

5,66 

3,10 

2,65 

2,«0 

2,41 

2,29 

2,29 


Equaz. 

(C") 


Valori  di  N 


00 


316,  79 
37,81 
14,69 
9,69 
7,46 
5,75 
3,11 
2,66 
2,51 
2,42 
2,30 
2,30 


Equaz.' 

(F)  {€') 

158, 41 

144,19 

36,33 

15,08 

10,03 

7,61 

6,01 

3,28 

2,81 

2,65 

2,55 

2,43 

2,43 


Equaz.' 

(F')(C'0 


336, 12 

40,10 

15,58 

10,28 

7,92 

6,11 

3,30 

2,83 

2,66 

2,57 

2,44 

2,44 
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§.  9.  Dopo  i  calcoli  teorici  finora  addotti  contemplo  il  caso 
speciale  che  ho  impreso  a  trattare,  e  determiao  la  forma 
dell'eleyatore,  le  sue  dimensioni,  nonché  il  meccanismo  al 
quale  suppongo  applicata  la  forza  motrice ,  di  cui  si  può 
disporre. 

Ho  calcolato  il  volume  V  dell'  elevatore  necessario  ad 
innalzare  un  peso  di  1500  kil.  OoQyiene  disporre  questo 
volume  in  modo,  che  la  forma  a  cui  viene  foggiato  sia  la 
più  atta  a  fender  Taria,  seaza  oltrepassare  il  limite  dell'ai^ 
lungamento  che  fu  fissato  a  meno  di  tre  diametri  deUa  ae* 
2ìone  massima.  É  evidente  che  la  forma  sferica  offre  una 
resistenza  troppo  considerevole  ;  può  inoltre  supporsi  che 
per  le  mediocri  velocità  quali  sono  quelle  che  possono  ot* 
tenersi  dairapplicazione  delle  forze  deiruomo  ali* aerostati* 
ca,  la  resistenza  delFaria  sia  data  dallo  stesso  H^oeflSciente 
di  riduzione  dell'acqua,  per  ugual  forma  di  solido  immer- 
so. Per  questo  liquido ,  lo  studio  e  la  pratica  della  navi* 
gazione  ordinaria  hanno  determinato  la  forma  delle  appetì* 
dici,  poppa  e  prua  d'una  nave  che  offrono  la  minima  resi* 
stenza.  Per  un  aerostato  non  si  ha  nessuna  certezza  sulla 
migliore  determinazione  delle  curvature,  cioè  forma,  dispo* 
sizione  e  lunghezza  delle  medesime.  Siccome  però  il  fluido 
che  circonda  l'aerostato  ha  sensibilmente  la  stessa  densità 
tutt'all'ingiro  di  esso,  suppongo  che  l'elevatore  abbia  la  for* 
ma  di  un  solido  di  rivoluzione  coll'asse  orizzontale^Suppongo 
inoltre  che  la  prua  risulti  dalla  rotazione  di  un  semi*aroo 
di  circolo,  la  cui  semi-corda  sia  quadrupla  della  freccia  ; 
ch'essa  sia  seguita  da  un  corpo  cilindrico ,  e  venga  desso 
terminato  da  un  emisfero.  (Y.  figura  3'). 

Siano  « 

r  raggio  della  sezione  cilindrica  massima. 
{  la  sua  lunghezza. 

II  volume  della  prua  è 
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.f^'  y'i^  =  nf[:=^  ,  ^f/(2^.«-^,_,«)]'<b 


—  2,176.«rJ  i 

qoello  del  cilindro  è 

nr'l} 
dell'einisfeTo 

2     , 


onde 


Pongo 
ed  ottengo 


V  =  nr^  (2,842  *  '--)  . 

r=:5j    {=2,641, 
V  =  1323,49 


▼olume  prefisso. 

La  lunghezza  totale  é  m.  27,641,  minore  di  tre  diame- 
tri. La  superficie  dell'elevatore  è  per  la  prua 

2nC  'yd5  =  434,42, 


2nrl  =  82,97. 
27tr'  =  157,08. 


pel  cilindro 

Per  Temisfero 

In  totale 

m.  q.  674,47. 

Al  disotto  dell'elevatore  è  sospesa  con  delle  funi  al  modo 
ordinario  la  galleria  contenente  l'aeronauta,  gli  uomini  ad-- 
detti  alle  manovelle ,  il  meccanismo  di  trasmissione  della 
forza  motrice  alle  superficie  elicoidali,  il  recipiente  per  la 
zavorra  d'aria  compressa,  il  paracadute,  la  pompa  premen- 
te, gli  strumenti  di  fisica  e  tutt'altro  che  è  d'uopo  per  un 
eseorsione  aerea.  È  noto  che  un  corpo  immerso  in  nn  fini- 


(  180) 
do,  quando  sia  lestalo,  fa  delle  oscillazioni  a  guisa  d'  un 
pendolo  attorno  alla  sua  posizione  d'equilibrio ,  tuttavolta 
che  una  forza  qualunque  lo  distoglie  da  essa.  E  necessario 
che  nella  situazione  normale,  da  cui  le  correnti  atmosfe- 
riche possono  far  deviare  il  sistema,  Tasse  maggiore  dell' 
elevatore  ,  come  pure  la  piattaforma  della  galleria  siano 
orizzontali,  facendo  ora  astrazione  dalla  resistenza  dell'aria 
attraversata  e  percossa  che  può  poco  modificare  questa  con^ 
dizione.  Deve  perciò  collocarsi  il  centro  di  gravità  del  si- 
stema immerso,  verticalmente  al  disotto  di  quello  deirarìa 
spostata,  quando  l'asse  del  solido  di  rivoluzione  è  orizzon* 
tale.  Il  centro  di  gravità  dell'elevatore  può  supporsi  coin-* 
cidere  con  quello  del  volume  che  occupa,  poiché  ho  snp^ 
posto  perfettamente  riempita  all'altezza  d'equilibrio  verti- 
cale, la  capacità  del  niedesimo,  ed  è  piccolo  errore  il  ne- 
gligere la  stoffa  che  1'  inviluppa.  Quello  della  galleria 
e  di  {tuttociò  ch'essa  contiene,  potrà  farsi  coincidere  ver- 
ticalmente col  centro  di  figura  della  piattaforma.  Siffatto 
punto  dovrà  dunque  situarsi  verticalmente,  colla  condizione 
anzidetta,  sotto  il  centro  di  gravità  del  fluido  spostato,  o 
per  dir  meglio  dell'elevatore  che  me  forma  la  massima  par- 
te* Il  lieve  errore  che  può  prodursi  per  queste  semplifica- 
leioni,  potrebbe  correggersi  all'atto  pratico,  col  trasportare 
alcuni  dei  pesi  innalzati  nella  galleria,  dall*  uno  all'  altro 
plinto  Attorno  al  centro  di  gravità  della  medesima. 

Ciò  posto  ricerco  sull'asse  dell'elevatore  il  centro  di  gra- 
vità della  massa  d'aria  spostata  dal  medesimo. 

Centro  di  gravità  della  prua;  X  distanza  dall'  estremità 
di  essa. 

Xy^^uf  \^xdx=nr  T—  y^  [/(*^V-^8rjp     x^j\   xAx. 

=  5,950.7rr'^ 
Centro  di  gravità  del  cilindro.  X'distanza  dallestremità  id. 
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V'X'  =  nrH  [ir  -.-  ^)  • 


2 
Centro  di  gravità  dell'emisfeip.  X"  distanza  come  sopra 

V"X"  =  |-7rr'(4r-^?-^|r); 

à  distanza  del  ceDlro  di  gravità  della  massa  d'arÌ2i  dal  ver- 
tice della  prua 

rtH  (8,866  -K  4,666  x  ^  -^-  |  -,) 

a  =  ^ ^ f ^-^  =  i6,^  573. 

nr^  (2,842  -+-  -) 

§.  10.  La  figura  3*  indica  il  meccanismo  assai  semplice', 
già  accennato  nel  §.  3,  col  qilale  mi  é  parso  a  proposito 
di  trasmettere  Tazione  degli  nomini  applicati  alle  mano- 
velle all'albero  delle  elicoidi.  Le  ruote  d'ingranaggio  hanno 
per  Iseopo  di  aumentare  la  velocità  3  e  renderla  abbastan^ 
za  considerevole  per  ottenere  Unta  frazione  rilevante  della 
forza  impiegata.  L'elevatore  è  capace  d'innalzare  10  uomi- 
ni da  applicarsi  alla  rotazione  delle  manovelle.  Ora  la  quan- 
tità d'azione  che  può  sviluppare  ciascuno  d'essi  é  valutata 
a  sei  Kilogrammetri  per  1^.  Sarà  perciò 

F  =  60*'"'    ' 
Ciò  posto  5iano,  ritenute  le  denominazioni  antecedenti, 


(182  ) 
r'  =  0^0 
B'  ==  0  JO 
r  =  0^ 
R  =  0,60 
p  =  0,15 
n  =  175 
n'='^0 
t)'  =  0,80 

r    r 

^  i  d  =s  0,021  diam.  del  perno  sul  montante  di  mezra. 

o  o  W'  =:  0,021    id.     dei  due  perni  sui  montanti  attigui. 

V  S  j 
^  2  < 

^  °  ]<r  =0,022    id.  id.        sulte  traverse  seguenti. 

-2  / 

;§  [d:"=  0,018    id.  id.        siaUe  trayerse  estreme. 

d,  =0,014    id.       dei  quattro  perni   degli  alberi  dei 

rocchetti. 

Àlbero  (|d  =  0,025    id.     dei  due  perni  prossimi  alle  eticaidi. 

delle 
elicoidi  [  id'=0,012    id.  id.  estremi. 


P,  P',  .  .  .  P| ,  iP ,  ,P'  pressioni  medie  dei  perni  contro  i 

cuscinetti. 

f  s=  0,085  coeflSciente  dell'attrito  dei  perni  nei  cuscinetti. 

f's=  0,08        id.        id.         dei  denti  degl'ingranaggi. 

f''z=  0,33  coefficiente  dell'attrito  delle  funi  nelle  gole  delle 

puleggie. 

$  =  p.9x{=  512^.31')  =  8,954.p  arco  abbracciato  dalla  fune 

perpetua  sulla  puleggia  minore. 
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p  pressione  provenienle  dal  peso  fra  un  perno  ed  un  cu- 
scinetto. 

q  pressione  orizzontale  proveniente  dai  denti  delle  ruote  e 

rocchetti. 

Per  calcolare  la  pressione  media  II'  che  ha  luogo  nel  pe- 
riodo di  una  rivoluzione  fra  un  perno  ed  un  cuscinetto 
dell'albero  delle  manovelle,  suppongo  che  lo  sforzo  degli 
uomini  sia  sempre  tangente  al  gomito  delle  medesime,  e  che 

F 

— P7  sia,  per  una  di  esse  la  risultante  delle  pressioni  eser** 

citate  dalla  forza  motrice,  degli  uomini  la  quale  formi  Tan^ 
golo  f  coirorizzontale  in  un  dato  istaute  della  rivoluzione* 
Me  segue  Tequazione 

n^         *  .  - -.- ; 

da  c^i 

n  secondo  membro  del  valore  eompleto  di  TI'  forma  una 
serie  convergente  stante  i  valori  da  sostituirsi,  di  cui  nonf 
ho  considerato  che  i  primi  termini,  sufllcienti  nel  calcolo 
attuale. 

Con  qveala  formola  valuto  le  pres^tioni  pei  dilereBti 
perni  dell'albero  delle  manovelle,  avvertendo  ehè  pt  F,  m',  v^- 
sono  noti  esattamente,  e  }  si  calcola  in  questi  casi  col  me- 
todo delle  false  posizioni  che  dà  tutta  l'es^tteza^t  de3Ì4eTa-^ 
bile. 


Si  ottiene 


Per  gli  altri  alberi 
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P  =  28,97  I 

V  =  26,01 
P"  =  29,82 
P"'=  19,44 . 


P.  ==  8,36 
(  ,P  =  21,41 
(  .P'  =    1,83  ; 

* 

i  quali  due  ultimi  yalorì  dovranno  calcolarsi  successiva- 
mente come  testé  si  è  detto  per  essere  m  tuttora  incognito. 
Si  è  chiamata  F^  là  quantità  d'azione  trasmessa  alle  su- 
perficie elicoidali.  Il  calcolo  del  meccanismo  di  trasmissio- 
ne, dà  ta  seguente  equazione  che  può  dedursi  da  quanto 
si  disse  net  §.  3. 

F— 0,085  ^(PrfH-2P'rf'-^-2PV'-4-2P''V^0  —0,085^,  ?^  4P.d. 
tìT  ,  Àf*  r 

'F= 


•    [,^,M  ^U 1,)] 
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e  P  —ì  e  P  —  1 

-  0,085  _—  ^  -(2,P,i  ^  2.,p\d') . 

Sostituendo  i  valori  antecedenti,  si  ha 

r  =  0,  9349  F  —  0,3757.« 

per  cui 

«  =  0,9349  ;     0  =  0,3757. 

§.  11.  Rimane  da  calcolarsi  il  coefficiente  della  resistenza 
Hu^  al  moto  di  traslazione.  Come  dissi  da  principio  non  è 
guari  possibile  determinarlo  con  esattezza  per  altra  forma 
di  solido  totalmente  immerso  fuorché  la  sferica,  poiché  non 


(  185  ) 
Sì  hanno  esperienze  all'uopo.  Le  velocità  di  traslazione  che 
possono  imprimersi  al  sistema  sono  sempre  lievi ,  per  cui 
l'aria  non  verrà  sensibilmente  condensata  né  rarefatta  an- 
tecedentemente e  posteriormente  all'  aerostato  ,  come  ac- 
cade nell'acqua  che  é  incompressibile.  Nella  navigazione 
ordinaria  si  è  giunti  ad  ottenere  (pei  grandi  vascelli  e  so- 
prattutto pei  battelli  a  vapore)  dei  coefiìcienti  tenuissimi 
che  riducono  a  0,16  pei  primi;  042  pei  secondi  e  più  re- 
centemente, pretendesi,  0,05  e  0,045,  l'area  della  massima 
sezione  immersa.  Qual  coefGciente  debba  applicarsi  nel  caso 
attuale  non  si  può  precisare^  Formo  pertanto  due  limiti 
frai  quali  mi  pare  debba  rinvenirsi.  II  limite  minimo  per 
l'elevatore  suppongo  sia  0,12  come  nella  navigazione  co- 
mune. Un  limite  maggiore  è  dato  dal  conoscersi  che  per  un 
prisma  rettangolare  munito  di  una  prua  formata  da  due 
piani  laterali  ad  angolo  di  IS"*  coH'asse,  ed  inoltre  fornito 
di  una  poppa,  il  moltiplicatore  della  sezione  immersa  è 
0,35.  (Y.  Claudel;  Manuel  de  l'Ingénieur.)  Nel  caso  attuale 
l'angolo  é  14'*.2M0"  perchè  la  freccia  è  quadrupla  del  rag- 
gio; inoltre  quest'  inclinazione  trovasi  tutt*  all'  intorno  del 
corpo  immerso,  anzi  è  desso  tondeggiante  per  ogni  verso; 
circostanze  tutte  che  diminuiscono  il  coefficiente  suddetto 
che  può  risguardarsi  siccome  un  limile  superiore.  Convien 
inoltre  tener  conto-  della  resistenza  degli  uomini,  del  mec- 
canismo, dei  cordaggi,  della  piattaforma,  del  recipiente  per 
la  zavorra  e  di  tuttociò  che  seco  trasporta  l'aerostato,  al 
moto  progressivo.  D*  appresso  a  dei  calcoli  approssima- 
tivi e  nell'ipotesi  che  tutto  sia  disposto  in  modo  da  offrire 
la  minima  resistenza  al  moto  ,  valuto  queste  ultime  resi- 
stenze a  0,06  della  superficie  della  sezione  massima.  Il  li- 
mite minore  sarà  dunque  |x^=0,18,  ed  il  maggiore  fji=0,4l. 
Siccome 

H  =  [i.y.nr^  > 
nel ,  l""  caso 
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H  =  0,8774  ; 

nel  2' 

H  =  1,9985. 

$.  12.  C!on  qBesti  valori  posso  calcolare  la  Telocità  di 
traslazione,  e  l'eSetto  utile  per  ciascuno  di  questi  limiti. 
Quando  suppongo  H  =  0,8774  ,  1*  equazione   (G)   postOTÌ 

9a:21,  dà 

m  =  0,243. 
L'equazione  approssimata 

.  _  2fff>«F 

mai 

d« 

«  ..  3,436. 
Sostituisco  nella  (C) 

2ff0(aF  —  na) 
"*  =  — iu?d — 

da  cui  ritraggo 

m  x=  0,2089  =s  ^. 

L'equazione  (D')  darà  in  seguito 

»  =  3,310. 
L'equazione  (C) 

u  —  0,2251  =  ^' 

(D')        u  -  3,308 

(e')        m  =  0,2254  =  ff/' 

valore  che  può  aversi  per  esatto  del  pari  che  TanteGedeBie 
di  u. 
L'effetto  utile  é 
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E„  -«  Hu»  sa  ai,7595 
I?  s=  0,5293 
F'  =s  48,2043 
5*  =  0,6589 . 

Per  H  =  1,9985,  l'equazione  (G)  dà 

»  0,1965 


L'equazione  (C)  m  =  0,1688  ;=::  ^ 

(D*)  «  =s  2,422 

(CO  «  =  0,1845  =  f     . 

(D')  «=2,419   . 

(O  m  —  0,1850  =r  «^''. 

Qaesti  doe  ultimi  raion  possono  ritenersi  esatti,  poicbé 
^'  non  differisce  da  ^  fuorché  nella  4*  cifra,  ed  u  dall'aoh 
tecedente  nella  3*.  I  ralori  delle  costanti  che  hanno  dato 
quest'ultimo  risultato  sono  identici  con  quelli  del  J.  4*  in 
cui  si  calcolò  per  approssimazione  il  moto  variabile  del  si- 
stema. Il  valore  limite  di  «  che  si  trovò  dover  essere  com- 
preso fra  2,40  e  2,50,  ai  vede  ora  essere  2,419.  Quello  di 
9  racchiuso  fra  19,137  e  21,302 ,  è  9  ss  21. 

L'effetto  utile  è 

E.  =28,2886 

1^  =  0,4715 
^  =  0,5868 . 
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II  risultato  che  si  ottiene  in  questo  secondo  caso  é  in- 
feriore all'antecedente.  Infatti  pel  limite  minore 


pel  maggiore 


a'  =  ^,  ^  0,26413 
«'  =  ^  =  0,49339 , 


e  perciò  che  s'è  detto  Teffetto  utile  dey'  essere    maggiore 
nella  1*  di  quello  che  nella  2'  ipotesi. 
§.  13.  I  due  limiti  della  velocità  u 

u  =r  3^08 

Il  ^  2,419 

somministrano  il  viaggio  orizzontale  in  un*ora  che  è 

m.  8708,40  pel  minimo. 

m.  11908,80  pel  massimo. 

Teoricamente  adunque  risulta  un  traggitto  abbastanza  ri^ 
levante,  benché  all'atto  pratico  lo  sforzo  degli  uomini  ad- 
detti alla  manovra  possa  esser  minore  ed  interrotto  per  la 
situazione  imbarazzante  e  pericolosa  in  cui  sarebbero  si-^ 
tuati. 

§.  14.  Supponendo  ora  che  T albero  delle  manovelle, 
quello  delle  superficie  elicoidiche,  nonché  gli  altri  due  dei 
rocchetti  e  puleggie,  i  perni  di  essi,  i  due  rocchetti,  i  denti 
delle  ruote  motrici,  i  tre  montanti  che  sostengono  Talbero 
delle  manovelle,  le  traverse  fra  i  montanti  che  ricevono  i 
perni,  i  cuscinetti,  in  cui  essi  s'aggirano,  le  puleggie  del- 
l'albero delle  elicoidi,  il  recipiente  per  la  zavorra  e  l'ossa- 
tura di  due  ventole  per  la  rotazione  di  tutto  il  sistema  , 
siano  di  ferro  fuso  del  peso  specifico  di  Kil.  7207  :  gli 
otto  montanti  laterali,  le  ruote  dentate  tranne  i  denti  ed 
il  mozzo,  le  puleggie  dell'albero  dei  rocchetti,  e  la  piatta^ 
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forma,  di  abete  bianco  del  peso    specifico  di  Kit.  657;  il 
peso  di  Kil.  1500  si  distribuisce  nel  modo  seguente  : 


Stoffa  dell'elevatore,  rete  e  funi  di  sospensione   Kil. 


» 

» 
» 

» 


50,00 

86,10 

73,05 

70,00 

28,00 

3,06 

7,22 

2,46 

19,68 


8  Montanti  di  legno 

1  Àlbero  delle  manovelle  e  manovelle 

2  Ruote  dentate  .... 
2  Rocchetti  e  2  puleggie.     . 

2  Alberi  dei  rocchetti 
4  Traverse  per  questi  cuscinetti,  perni  etc. 
11  P^mi  dei  tre  alberi 

3  Appoggi  per  Tasse  delle  manovelle 

1  Albero  delle  superficie  elicoidali;  superficie  colle 

loro  ossature,  perni,  cuscinetti,  puleggie,  funi 
continue »     52,50 

4  Traverse  per  l'albero  delle  superficie  anzidette.»'      3,28 

2  Ventole  per  la  rotazione  orizzontale  del  sistema 

e  meccanismo  necessario  ...»  12,10 
1  Recipiente  sferico  e  zavorra  d'aria  compressa.  »  33,78 
4  Traverse  per  l'alberò  delle  manovelle,  cuscinetti 

dei  perni  ec.         ......       8,61 

Traverse,  longherine,  e  tavolato  per  là  piattaforma.»  235,33 
Peso  di  undici  uomini  ....         »  715,00 

Parapetto  ,  istrumenti  di  fisica  ,  pompa  premente  , 

paracadute,  zavorra  ec.         ...»     99,83 


Totale  Kil.  1500,00 


§.  15.  I  dicci  uomini  addetti  al  lavoro  delle  manovelle 
non  possono  sviluppare  lo  sforzo  di  6***"  ciascuno  per 
ogni  r','  se  non  durante  8  ore  del  giorno,  e  con  degli  inter- 
valli di  riposo.  Se  il  traggitto  dovesse  durare  parecchie 
ore,  converrebbe  fissare  delle  soste  periodiche  per  ognuno 
di  essi.  Suppongo  per  es.  che  il  viaggio  debba    compiersi 


x 


(190) 
in  ore  a;  che  il  nnmero  di  aomioi  costanienente  addeitfi 
al  lavoro  sia  n  e  n'  quello  degli  uomini  in  riposo  ;  8  le 
ore  di  lavoro  effettivo,  come  si  è  detto,  separate  dopo  ognu- 
na di  esse  dà  degli  intervalli  eguali  di  riposo  per  ogni 
uomo.  Si  avrà 

V  tt  ' 

n'  =  10  —  n 

n 
Suppongo  che  ogni  intervaflo  debba  essere  ^25' 

n  n 

Condizione  che  è  soddisfatta  da  n  ss  7.  In  tal  modo  ogni 
uomo  avrà  dopo  non  più  di  l^  di  lavoro 

^  X  3  =  25'.42",86 

di  riposo.  La  durata  del  viaggio  é  a:=ll^.25'.43''.  Il  numero 

degli  uomini  agenti  da  10  è  ridotto  a  7.  Se  poi  l'escursione 

...    2 
dovesse  durare  parecchi  giorni,  --  del  giorno  intero,  cioè 

16  ore  avrebbero  tre  uomini  afle  manovelle ,  e  le  altre  8 
ne  avrebbero  4.  A  ciò  aggiungasi  che  il  peso  della  galle- 
ria dovrebbe  aumentarsi  onde  offrire  spazio,  ricovero  e  sus- 
sidi! pel  riposo  dei  lavoranti  e  dell'aeronauta  ,  circostanza 
che  obbligherebbe  ad  aumentare  le  dimenrìoni  dell'elevatore, 
6  quindi  la  resistenza  H.  I  risultati  ottenuti  sono  dunque  ri- 
feribili soltanto  ad  un  brevissimo  traggitto,  per  cui  gli  uo- 
mini addetti  alle  manovelle  possi^  senza  interruzione  svilup- 
pare la  i«ro  forza  motrice. 
§.  16.  Infi&è  osservo  che  te  velocità  ottenute,  anche  la 


(  191) 
massima,  sarebbero  lungi  dal  poter  vincere  T  ostacolo  che 
presentano  le  correnti  atmosferiche.  Infatti  un  corpo  im- 
merso in  un  fluido  non  tarda  ad  acquistare  la  velocità  stessa 
da  cui  questo  fluido  è  animato.  Se  poi  gli  s' imprima  un 
moto  in  una  certa  direzione,  esso  seguirà  un  allineamento 
nello  spazio  assoluto,  che  è  risultante  della  velocità  con- 
cepita identica  col  fluido,  e  dell'altra  che  gli  é  stata  mec- 
canicamente impressa.  Riferito  il  galleggiante  al  fluido  non 
è  dotato  che  della  velocità  di  traslazione  impressa  dalla 
forza  motrice  ,  la  qaale  non  è  menomamente  influenzata 
dalla  preconcepita.  Cosicché  i  risultati  ottenuti  si  verificano 
tanto  nella  quiete  perfetta  dell'aria  atmosferica,  come  per 
nna  velocità  qualunque  della  medesima,  comune  col  corpo 
immerso.  Siccome  però  la  direzione  a  cui  si  attende  non 
é  relativa  all'aria,  ma  assoluta  nello  spazio,  è  evidente  che 
deve  cercarsi  di  combinare  le  due  velocità  in  modo  che 
la  risultante  sia  nella  direzione  prefissa.  Nella  navigazione 
ordinaria,  supposto  il  vento  direttamente  opposto  alla  linea 
da  percorrersi,  una  nave  in  mare  bordeggia  stringendo  il 
vento  sotto  un  angolo  di  60""  a  70^,  e  percorre  ora  a  de- 
stra ora  a  sinistra  del  rombo  prefisso*  uno  spazio,  che  va- 
lutato sul  medesimo,  equivale  a  metà  circa  dello  spazio  che 
avrebbe  percorso  con  un  vento  favorevole.  Nel  caso  attuale 
il  corpo  immerso  non  concepirà  per  forza  del  vento,  se  non 
la  direzione  stessa  del  vento,  per  cui  non  si  può  giungere 
con  tutta  certezza  ad  un  dato  punto,  se  non  neutralizzando 
costantemente  la  componente  della  velocità  del  vento  per- 
pendicolare alla  direzione  ,  ed  inoltre  superando,  qualora 
sia  contraria,  la  componente  ette  trovasi  sulla  medesima. 
Questo  è  ciò  che  sarebbe  ineseguibile  colle  piccole  velo- 
cità ottenute,  le  quali  sono  di  molto  inferiori  ai  venti  che 
dominano  frequentemente  nell'  atmosfera. 

È  perciò  che  fu  riconosciuto  da  chi  si  occupò  dell' 
aeronautica,  che  il  miglior  modo  di-  trar  profitto  dall'  in- 
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yenzione  degli  Aerostati  consiste,  come  già  si  disse,  nello 
studiare  le  direzioni  delle  correnti  aeree  e  col  successivo  al- 
zamento ed  abbassamento,  abbandonarsi  alle  medesime,  sce- 
gliendo quegli  strati  in  cui  esse  favoriscono  il  moto  nella 
linea  prefissa. 

La  velocità  media  ottenuta  è  m.  2,863;  le  correnti  atmo- 
sferiche, avranno  sovente  m.  6  di  velocità,  senza  tener  conto 
dei  venti  forti  e  violenti  che  possono  raggiungere  fino  a  45 
metri  al  1".  La  velocità  calcolata  è  adunque  meno  della  me- 
tà di  quella  che  può  comunemente  trovarsi  nell'atmosfera  ; 
ond'è  che  non  solo  sarebbe  impossibile  superarla  quando  si 
trovasse  nel  semicircolo  opposto  al  moto,  ma  ben  anche  in 
una  frazione  considerevole  di  quello  che  gli  è  favorevole. 
Infatti  converrà  che  la  direzione  del  vento  abbia  una  compo- 
nente perpendicolare  alla  direzione  del  moto  che  non  oltre- 
passi la  velocità  impressa  dal  meccanismo.  Ciò  posto  rite- 
nendo 

t;  =  2,863  ,         v'=  6,00 

le  due  velocità,  se  l'angolo  del  vento  colla  linea  prefissa  su- 
pera 9,  essendo 

sen  p  =  -,  ,     9  =  28^30^2" 

V 

sarà  impossibile  neutralizzare  la  componente  perpendicolare 
alla  direzione,  e  si  dovrà  divergere  da  questa.  Cosi  adun- 
que meno  di  un  sesto  della  rosa  dei  venti  permetterebbe  di 
contare  con  certezza  sull'arrivo  al  preciso  punto  determina- 
to, e  sarebbe  in  ogni  altro  caso  necessario  di  variare  gli  stra- 
ti atmosferici,  onde  raggiungere  lo  scopo  del  viaggio,  od  al- 
meno tentare  di  raggiungerlo. 

1  calcoli  precedenti  addimostrano  V  impossibilità  di  appli- 
care l'aeronautica  al  transito  ordinario  mediante  il  motore 
elicoidale,  per  un  solo  caso  determinato  ;  ciononostante  può 
forse  dedursene  altrettanto  per  qualunque  altra  ipotesi,  sol 
che  si  rifletta  all'impossibilità  d'ingrandir  oltre  misura  il  vo- 
lume dell'elevatore  ed  in  conseguenza  la  tensione  che  prove- 
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rebbe  la  stoffa  flessibile  che  ne  forma  l'inToIucro;  pel  quale 
la  resistenza  deve  farsi  proporzionale  al  maggior  raggio  di 
curvatura  in  ciascun  suo  punto. 

Infatti  (calcolando  approssimativamente),  Tequazione  del 

aF 

1  -+-  i/a' 

addimostra  che 

Htt»  =  fiaF  =  e'F 

&  essendo  <  1  ;  perciò        3 

Se  ora  si  suppone  un  altro  elevatore  simile  al  precedente  in 
cui  le  linee  analoghe  crescano  in  ragione  di  n  a  1,  potrà  can- 
giarsi F  in  «*F;  H  in  n^H    3 

In  quest'equazione  fo  per  esempio  n  =5;  suppongo  cioè  un 
elevatore  col  diametro  di  m.  50  e  la  lunghezza  di  m.  138,205 
capace  d'innalzare  1250  uomini  per  forza  motrice;  ipotesi  as« 
surda  come  ognun  vede.  Ciononostante  la  velocità  media  ot- 
tenibile, non  è  approssimativamente  che 

u'  =  l,71.u  =  1,71  X  2,863  =  4%895; 
cioè  tuttora  inferiore  alla  velocità  d'una  brezza  ordinaria,  ed 
affatto  impotente  a  lottare  con  dei  venti  forti  od  impetuosi. 
Se  ora  sì  riflette  che  il  motore  elicoidale  è  molto  acconcio  al- 
la navigazione  aerea,  potrà  forse  risultare  da  quest'  ultimo 
calcolo,  per  quanto  esso  siasi  d'approssimazione,  e  da  quanto 
si  disse  nel  §.  5,1'  impossibilità  assoluta  dell'aeronautica, 
nello  stato  attuale  del  problema,  onde  servirà  desso  a  confer- 
mare quanto  venne  asserito  a  proposito  di  questa  scoperta, 
dalle  persone  che  di  essa  vollero  occuparsi ,  affine  di  disto- 
gliere l'attenzione  degl'  inventori  di  proggetti  meccanici , 
dalla  ricerca  della  sua  applicazione  al  transito  ordinario. 

Firenze.  Marzo  1856. 

Annali  di  Scienze  Mot.  e  Fit,  T.  VII.  Maggio  1856.  13 
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NOTIZIA   SULLE    PIÙ  RECENTI  SCOPERTE 
INATTE    INTORNO  AGLI   ANELICI   DI   SATURNO. 

NOTA 

DEL  rilOV.  P.  MTGELO  SECCHI 

Direttore  delF Osservatorio  del  Collegio  Romano. 

Da  quel  tempo,  in  cui  Galileo,  il  primo  tra  i  mortali , 
annnnzìi^  Saturno  essere  trìcorporeo  fino  al  momento  pre- 
sente, qni^sto  pianeta  è  stato  il  soggetto  più  misterioso  del 
sistema  solare,  e  quello  intomo  a  cui  si  sono  concentrate 
non  meno  le  cure  degli  astronomi»  che  le  scoperte  d' ina- 
spettate meraviglie.  Le  sue  primitive  enigmatiche  appa- 
renze furono  bensì  spiegate  completamente  colla  felice  teo* 
ria  di  Ugenio,  che  ne  afferrò  pel  primo  la  yera  cagione  col 
dichiararlo  cinto  da  un  sottile  anello  inclinato  all'ecclitti- 
ca  {anulo  cinptur  tenui  plano  nus^uam  ^ohoerente  ad  edipti" 
cam  inclinato);  ma  nuovi  perfezionamenti  portati  agl'ùtra- 
menti  dal  famoso  Campani  fecero  vedere  al  Cassini  Tanello 
esser  doppio.  Herscbel  coi  suoi  giganteschi  telescopi  con- 
fermò le  scoperte  di  Cassini,  arricch)  il  pianeta  di  nuovi 
satelliti,  scopri  la  rotazione  deiranello,  e  provò  la  sua  som- 
m9  sottigliezza,  Il  perfezionamento  dei  refrattori  acroma- 
tici av^lò  altre  particolarità  interessanti,  sfuggite  agli  an- 
tjsripri  osservatori.  Gli  anelli  si  riconobbero  essere  listati 
da  strisce  di  diversa  tinta,  che  li  facevano  credere  suddi- 
visi in  altri  minori,  e  si  riconobbe  in  modo  sicuro  non  os- 
sero essi  concentrici  al  pianeta. 

In  questi  stessi  ultimi  anni  nuovi  studi  condussero  a  nuo- 
ve scoperta  importantissime.  Dai  signori  Bond  a  Cambridge 
in  Amerioa  e  Dawes  in  Inghilterra  nel  1849  fu  scoperto 
da  ciascuno  di  6ssi  indipendentemente  un  terzo  anello  di 
debolissima  luce  situato  nell'interno  degli  altri  due  già  no- 
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minato  anello  nebuloso,  e  vetinc  così  spiegata  la  curiosa  ap- 
parenza di  una  grande  sfumatura  nelF  interno  dell'  anello 
annunziata  già  dal  sig.  Galle  di  Berlino,  ma  che  era  pas- 
sata senz'attrarre  l'attenzione  degli  astronomi.  È  cosa  sor- 
prendente al  certo  che  una  tale  novità  sia  restala  per  tanto 
tempo  senza  essere  debitamente  riconosciuta ,  onde  molti 
sono  stati  tentati  di  credere  quest'anello  di  recente  forma- 
zione. Se  non  che  le  osservazioni  di  Galle,  e  le  figure  an- 
tiche di  Campani,  che  io  ho  ritrovato,  fanno  conoscere  che 
realmente  quest'  anello  ha  sempre  esistito  da  che  si  é  os- 
servato Saturno  con  istmmenti  competenti,  e  che  si  è  ma- 
nifestata la  sua  presenza  in  una  specie  di  traccia  più  cupa 
che  esso  lascia  colà  ove  passa  avanti  al  pianeta,  e  che  da' 
meno  pratici  si  è  scambiata  spesso  coU'ombra  gettata  dall' 
anello  sul  pianeta  stesso. 

Sulla  forma  però  della  sezione  degli  anelli ,  ossia  della 
loro  curva  generatrice  non  si  aveva  ancora  nessun  dato 
diretto  di  osservazione  che  ne  indicasse  la  natura.  Solo  si 
sapeva  che  esso  era  sottilissimo,  e  che  durante  il  tempo  in 
cui  dalla  terra  si  vede  di  taglio  ,  esso  svanisce  in  tutti  i 
telescopi  minori,  restando  solo  visibile  in  pochi  istrumenti 
colossali.  Diversi  fenomeni  però  osservati  nel  momento 
della  sua  disparizione,  quali  erano  lo  svanire  di  un'ansa  e 
poi  dell'altra,  e  sembrare  esse  raccorciate  indicavano  delle 
irregolarità  non  dubbie  nella  sua  spessezza.  La  Place  per 
comodità  di  calcolo  assunse,  chc^  la  curva  generatrice  fosse 
una  ellisse  assai  compressa. 

La  prima  osservazione  diretta  a  scoprire  la  natura  della 
curva  generatrice  fu,  per  quanto  io  sappia,  quella  che  feci 
io  stesso  nella  sera  del  23  Novembre  1850,  nella  quale  col 
refrattore  di  Gaucboix  mi  accorsi  che  l'ombra  del  pianeta 
gettata  suiranello  non  era  terminata  da  linea  curva  rivol- 
gente la  sua  concavità  all'interno,  cioè  verso  il  globo,  qual' 
e  il  caso  dell'ombra  di  una  palla  su  di  un  piano,  ma  in- 
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vece  che  essa  omfora  rivolgeva  la  sua  convessità    verso  la 
palla  medesima. 

Questo  fatto  avverato  allora  da  diversi,  lo  fu  tra  gii  al- 
tri, anche  dal  sig.  Lassel  a  cui  ne  diedi  parte  immediata- 
mente. Ma  la  maggior  parte  degli  astronomi  si  trovò  per^ 
plessAy  e  chi  negò  il  fatto,  chi  non  potendo  negarlo  V  at- 
tribuì ad  illusione  ottica,  cosa  non  nuova  ad  avvenire  nelle 
scoperte  difficili  ;  allegando  come  obbiezione    principale  la 
grande  sottigliezza  dell'anello  che  sembra  dover  rendere  im- 
possibile il  vedervi  tale  curvatura.  La  questione  rimaneva 
quindi  irresoluta,  finché  neli*  anno  scorso  io  era  in  ìstato 
di  osservare  Saturno  col  magnifico  refrattore  di  Monaco  di 
9  pollici  di  apertura ,  e  dopo  aver  molto  fluttuato  ,  rico- 
nobbi esser  manifesta  la  verità  della  curvatura  dell'ombra, 
quando  questa  era  assai  esile;  ma  divenir  dubbiosa,  e  pa- 
rere anzi  il  contrario  ,  quando  essa  era  assai   sviluppata. 
Onde  io  non  dubitai  mettermi  dal  lato  di  quelli,  che  cre^ 
devano  ciò  una  illusione.  A  questa  conciliazione  venni  con- 
dotto dall'apparenza  dell'  ombra  quale  si  manifestava  spe- 
cialmente verso  r  Aprile  del  1855  durante  il  qual  tempo 
l'ombra  sviluppata  di  vantaggio  presentò  sempre  la  conca- 
vità verso  il  pianeta,  benché  fosse  apparsa  curvata  in  verso 
opposto  quando  era  più  piccola.  Era  però  necessario  con- 
tinuare le  osservazioni  per  aver  conferma  del  si  o  del  nò, 
ma  diverse  altre  occupazioni  me  ne  distrassero.  Se  non  che 
proseguendo  anche  per  quest'anno  nuovamente    tali  ricer- 
che sono  stato  sorpreso  al  vedermi  di  nuovo  ricondotto  alle 
mie  viste  di  prima,  e  con  piacere  vedo  anche  altri  illustri 
astronomi  confermare  questo  risultamento  interessante.   Se 
non  che  a  fare  svanire  le  apparenze  contradittorie  ho  tro- 
vato necessario  distinguere  tre  periodi,  in  cui  si  manifesta 
Fombra  :  l.<>  quando  essa  è  assai  piccola,  e  in  cui  la  dif-* 
ferenza  di  longitudine  eliocentrica    della    terra  e  del  pia- 
neta è  piccolissima  2.^   un  periodo  intermedio.  3.^  quella 
in  cui  il  pianeta  sta  presso  le  quadrature. 
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Nel  primo  periodo  l*oinbra  presenta  un  becco  rovescio 
assai  marcato  da  ambedue  le  parli  del  vertice  del  piane- 
ta. Nel  secondo  lo  sviluppo  dell'ombra  assorbe  in  tutto  quel 
becco ,  e  sembra  realmente  concava  ^$rso  il  pianeta.  Nel 
terzo  finalmente  non  ritorna  il  beccuccio  di  prima,  ma  tutta 
l'ombra  sembra  leggermente  curvata  all'infuori.  Questo  è  il 
caso  attuale  del  momento  in  cui  scrivo^  in  cui  la  curva 
dell'ombra  è  come  nella  figura 


Bisogna  dunque  distinguere  i  tempi,  e  tutto  sarà  ben  chia- 
ro. Per  comprovare  ciò  esperimentalmente  a  me,  e  ad  al- 
tri ho  ripreso  un  modello  di  Saturno,  costruito  già  tempo  fa 
per  quest'uso,  ed  ho  trovato  che  la  proiezione  dell'ombra 
varia  precisamente  nel  modo  anzidetto,  percorrendo  tutte 
queste  fasi  secondo  l'elongazione  relativa  dei  due  corpi  ter-* 
ra,  e  pianeta  veduti  dal  sole. 

In  quanto  all'obbiezione  fetta  sulta  sottigliezza  dell'anello  ^ 
essa  non  solo  non  é  contraria,  ma  favorevole  all'ipotesi.  Sì 
faccia  infatti  quésto  sperimento  :  Si  metta  una  palla  in  modo 
che  getti  ombra  sopra  un  cartone  piano,  essa  avrà  la  sua 
ombra  sempre  concava  verso  il  globo;  se  venga  curvandosi 
leggermente  il  cartone  l'ombra  si  piega,  e  arriva  un  punto 
in  cui  essa  si  vede  curva  in  senso  opposto,  ogni  qualvolta 
l'occhio  sia  fuori  della  linea  retta  del  raggio  luminoso  che 
unisce  la  palla  ed  il  lume,  quando  la  linea  visuale  fa  un 
angolo  col  raggio  illuminaote.  Una  curvatura  leggiera  è  dun-- 

que  sufficiente  a  mostrare  il  fenomeno.  Nel  modello  da  me 

1 

usato  la  freccia  di  curvatura  non  supera  -jrz  della  larghez- 
za dell'anello  '  B^  ed  il  fenomeno  si  manifesta  in  un  grado^ 
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visibilissimo.  Ora  l'anello  B  è  largo  circa  4". 5.  onde  la  saa 

9"  3 

spessezza  basta  che  sia=T-^,  cioè   r- di  secondo  ,  e  sono 

sicuro  che  anche  una  curva  la  metà  minore,  darebbe  ef- 
fetto sufficiente. 

Ma  la  forma  «dell'ombra  ci  mostra  anche  un  altro  feno- 
meno interessante,  ed  é  che  il  piano  dei  due  anelli  non  è 
identico.  La  forma  che  dò  nella  6gura  superiore  fa  vedere 
che  Tombra  è  bruscamente  interrotta  ,  e  che  può  vedersi 
al  di  là  della  punta  del  globo  Tombra  nelFanello.  Ora  (11 
Aprile  1856)  la  terra  è  alta  pel  piano  deiranello  IT  2'  e 
il  sole  solo  26*^.27'  la  differenza  è  di  35'  e  ciò  è  sufficiente 
perché  possa  scorgersi  il  limite  dell'ombra  al  di  là  del  glo- 
bo, come  un  filo  finissimo,  benché  a  dir  vero  richieda  buo- 
ne circostanze  atmosferiche  perché  il  globo  lassù  é  assai 
oscuro.  La  discontinuità  cosi  marcata  dei  due  contomi  mo* 
stra  che  Fanello  esterno  é  colà  più  sollevato  dell*  interno. 
Per  singolare  che  paia  questa  conseguenza,  non  é  sorpren- 
dente. Studiando  con  cura  la  larghezza  della  divisione  tra 
gli  anelli  B  e  G  ho  veduto  talora  distintamente  non  solo  io, 
ma  altri  ancora,  che  essa  era  più  larga  notabilmente  dalla 
parte  che  era  al  di  là  del  pianeta,  che  da  quella  che  stava 
al  di  qua  verso  l'osservatore,  onde  si  riconferma  il  dislivello 
dei  piani. 

Se  non  che  suiranello  stesso  B  appare  talora  il  contorno 
dell'ombra  essere  irregolare,  e  storto  in  molte  guise  talché 
mostra  esser  essa  proiettata  su  un)  superficie  dell'  anello 
assai  ineguale.  So  che  molte  illusioni  possono  nascere  dal 
molo  dell'aria  atmosferica  ,  che  produce  degli  storcimenti 
in  non  pochi  degli  oggetti  quando  non  é  tranquilla,  ma  io 
non  ho  mai  valutate  le  osservazioni  fatte  in  circostanze  e* 
quivoche^  e  parlo  solo  dei  risultati  ottenuti  in  circostanze 
favorevolissime.  Queste  non  sono  frequenti,  e  quindi  se  le 
osservazioni  sono  poche,  procuro  almeno  che  sieno  sicure. 

Un'altra  cosa  che  mi  é  venuta   osservata ,  e    che  trovo 


(  199) 
confermata  dal  sig.  Lassel,  e  dal  Gap.  Jacob,  è  cbe  la  di- 
visione degli  anelli  non  ò  nera,  ma  piuttosto  tendente  al 
colore  dell'anello  nebuloso  interno.  Onde  é  probabile  cbe 
l'anello  sia  tutto  involto  in  nebulosità  semitrasparente.  Que- 
st'ultima non  è  mera  congettura,  ma  abbiamo  nella  aeien^ 
za  un  fatto,  cbe  finora  é  restato  senza  spiegazionei  e  ebe 
cosi  potrebbe  riceverla  assai  bene«  Questo  è  cbe  quando 
l'anello  sparisce  pel  passare  cbe  fa  il  suo  piano  peit  la  tenra, 
allora  sopra  Saturno  si  vede  una  fascia  di  colore  assai  oscu- 
ro. Questa  fascia  notata  dal  Cassini,  dallo  Scbmidt  e  da  al- 
tri non  può  essere  l'anello  ordinario,  perebé  allora  non  si 
vede  cbe  a  grande  stento  nei  fortissimi  istrumentiy  e  que- 
sta zona  é  al  contrario  assai  larga  e  fu  visibile  fino  dai 
primi  istrumenti.  Mi  pare  quindi  ragionervoie  il  dire  cbe 
essa  ò  certamente  formata  dall'anello  e  dalla  sua  atmosfera 
inviluppante,  cbe  si  proietta  così  sopra  il  pianeta,  e  vi  pro- 
duce una  zona  oscura,  come  fa  attualmente  l'anello  nebu- 
loso. Studi  diretti  a  riconoscere  la  verità  di  tale  ipotesi  si 
potranno  fare  nell'epoca  della  futura  disparitone.  Il  Gap. 
Jacob  crede  aver  veduto  l'ombra  ancbe  ben  definita  sulla 
divisione,  e  talora  è  sembrato  ciò  pure  a  nte,  e  special- 
mente, l'opposizione  poco  dopo  l'ombra  era  distinguibile  pel- 
l'anello  nebuloso^  ma  ora  i  assai  difficile  il  riconoscerla  di- 
stintamente. 

Per  concbiudere  rapporto  alle  variabilità  didle  apparenze 
di  Saturno,  dirò,  cbe  più  d'una  rimane  ancora  problemati- 
ca :  questa  ò  cbe  l'orlo  interno  dell'anello  B  si  vede  spesso 
più  lucido  della  zona  prossima  esteriore  immediatamente 
congiuntagli,  ma  ci^  non  è  costante;  almeno  in  ottime  cir- 
costanze atmosferiche,  e  in  cui  si  vedeva  nettamente  sepa- 
rato l'anello  nebuloso  dagli  altri  due,  tal  maggior  luce  al- 
l'orlo interno  non  era  sensibile.  Onde  questo  pare  ancor 
esso  assai  variabile. 

Le  credute  suddivisioni  degli  anelli  restano  ancora  pro^ 
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blematiche.  Gli  anelli  sona  cerio  costituiti  a  scaglioni  y  e 
me  ne  avvidi  fino  dal  19  novembre  18549  mentre  era  igna- 
ro che  il  sig.  Dawes  avesse  fatto  tale  scoperta.  L'  anello 
interno  va  degradando  in  luce  dall'esterno  airintemo,  men- 
tre nelFanelIo  esterno  avviene  il  contrario.  La  riga  più 
oscura  principale ,  che  divide  1*  anello  esterno  in  due ,  è 
spesso  così  viva  che  è  misurabile  ^  ma  oltre  questa  ne  ho 
scoperta  una  più  sottile  assai,  e  più  interna.  Gli  orli  del- 
l'anello  A  sona  all'esterno  assai  sfumati ,  il  che  forma  un 
soggetto  di  difficoltà  nella  misura  del  suo  diametro  come 
vedremo  fra  poco. 

Ma  lo  studio  di  questo  pianeta  ricevette  l'anno  scorso  un 
nuovo  impulsa  all'occasione  di  un  dotto  lavoro  pubblicato 
dal  sig.  0.  Struve  di  Puicowa^  nel  quale  oltre  aver  dato 
un  erudita  conto  di  quanta  erasi  fatto  dagli  antichi,  e  mo- 
derni per  lo  studio  di  questo  sistema,  dal  confronto  delle 
proprie  osservazioni  colle  altrui  arriva  alla  singolare  con- 
seguenza, che  l'anello  andrebbe  ora  accostandosi  rapida- 
mente al  pianeta,  talché  potrebbe  darsi  il  caso  che  noi  un 
giorno  vedessimo  questa  bel  globo  spoglio  4i  tale  interes- 
sante accessorio.  Quest'annunzio,  dovea ,  com'  è  naturale  , 
eccitare  un  gran  numero  d'^astronomi  a  ripetere  le  misure 
di  Saturno,  ed  io  stessa  prevalendomi  degli  strumenti  che 
sono  a  mia  disposizione  credetti  non  dover  lasciar  passare 
l'occasione  propizia  della  prossima  apposizione,  e  massima 
apertura  dell'anella. 

Il  sospetta  di  qualche  variazione  non  è  irragionevole  , 
giacché  non  é  punto  provato  a  priori  che  quel  sistema  sia 
arrivata  ad  una  completa  stabilità.  Estraggo  dal  lavoro  ci- 
tato del  sig.  0.  Struve  it  seguente  quadro,  che  può  dare 
un  idea  di  quello  che  dico. 
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TAV.  A. 


Diam.  est 

Diamet. 

Osservatore 

Epoca 

d.Anello 

Equat.  d. 

esterno 

pianeta 

Hnyghens 

1657 

45" 

18" 

Cassini 

1691 

45 

Poand 

1719 

42 

18 

Bradlcy 

1719 

41,25 

17,75 

Bochon 

1777 

40,6 

16,9 

Uerschel  W. 

1791 

46,68 

W.  Struve 

1826 

40,10 

17,99 

Ressel 

1831 

39,31 

17,05 

Encke 

1837 

40,93 

17,68 

Galle 

1838 

40,90 

17,91 

0.  Struve 

1851 

39,70 

17,61 

Lassel(V.As. 

1853 

40,88 

17,45 

Nach.  11.856) 

« 

Lasciando  anche  da  parte  le  misure  di  Hu  jghens,  di  Cassi- 
ni, e  d*Herschel  che  possono  esser  sospette  ,  si  vede  che 
nelle  altre  vi  sono  diversità  superiori  a  quelle,  che  possono 
ammettersi  come  accidentali  secondo  gli  strumenti  impie- 
gati, e  l'abilità  di  chi  ha  fatto  tali  misure.  Struve  e  Bes- 
sel,  Inno  coirEquatoriale  di  Dorpat^  Taltro  coH'Eliometro 
di  Koenisberga  differiscono  di  quasi  un  seconda  (0''.79). 
Lassel,  Encke,  e  Galle  ancor  di  vantaggio  da  Bessel  (l".59). 

Colla  favorevole  occasione  adunque  dell'opposizione  pros- 
sima passata  nel  mese  di  Decembre,  in  cui  abbiamo  avuto 
eccellenti  serate  ho  fatto  una  serie  di  molte  osservazioni , 
delle  quali  ecco  i  risultati  ottenuti,  ridotti  tutti  alla  distan- 
za media  di  Saturno  dal  sole,  il  cui  logaritmo  =0.9796.488. 

Non  si  sono  applicate  le  correzioni  delle  refrazioni  che 
tono  assai  piccole  per  ragioni  che  sono  indicate  nella  me- 
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moria  astronomica  colle  osservazioni  originali  inserita  negli 

atti  dell'Accademia  de'naovi  Lincei. 

N.*  delle 
Oggetto  misurato  Valore        misure. 

Diametro  esterno  dell'anello  esterno  A.  40".893  58. 

Diametro  del  mezzo  della  divisione  prin- 
cipale tra  A  e  B 34.  649  15. 

Diametro  interno  dell'anello  interno  B..  25.  714  ^ 28. 

Diametro  interno  dell'anello  nebuloso  C.  21.  419  19. 

Diametro  equatoriale  del  pianeta.  ...  17.  661  — •  32. 
Diametro  minore  dell'ellisse 18.  814  28. 

Si  vede  di  qui  cbe  il  nostro  risultato  concorda  assai  bene 
con  Lassel,  Encke,  e  Galle  ma  cbe  si  scosta  da  Bessel. 

La  piccolezza  delle  misure  di  Bessel  è  certamente  una 
cosa  assai  importante,  e  tanto  più  sorprendente,  quanto  che 
quest'astronomo  ha  provato  che  la  differenza  di  1''  sarebbe 
sensibilissima  nel  suo  Eliometro.  Le  recenti  misure  di  M/ 
Main  fatte  a  Greenvich  col  micrometro  oculare  a  doppia 
immagine,  si  sono  trovate  egualmente  scarsissime.  Onde 
non  può  dubitarsi  che  ciò  dipenda  dalla  diversa  chiarezza 
delle  immagini ,  che  è  sempre  assai  minore  facendo  uso 
della  doppia  immagine.  Infatti  diminuendo  l'apertura  dell' 
equatoriale  fino  a  3  pollici ,  si  hanno  gli  orli  dell'  anello 
esterno  assai  languidi  e  sfumati ,  onde  nel  sovrapporre  le 
immagini  raddoppiate  è  facile  che  si  ecceda  ,  e  quindi  si 
abbia  un  risultato  minore  del  vero.  Anche  la  semplice  mi- 
nore apertura  dello  strumento  può  fare  lo  stesso  effetto,  e 
questa  forse  è  la  ragione,  che  nelle  moderne  ricerche  del 
sig.  Jacob  il  valore  é  un  poco  minore,  avendo  usato  un  re- 
frattore  di  soli  6  pollici  {A.S.  Month.  notieeej  voi.  XVL  N.*  5, 
pag.  125  March.  1856).  All'incontro  le  grandi  dimensioni 
dei  primi  scopritori  si  sono  attribuite  all'irradiazione.  Ma 
non  so  con    quanto    fondamento.    È  un  fatto    vero  e  noto 
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che  a  pari  dimensioni  un  oggetto  luminoso  pare  più  grande 
di  nn  altro  eguale  ed  oscuro ,  qualora  si  guarda  diretta- 
mente, e  anche  coi  cannocchiali  succede  lo  stesso  :  ma  non 
per  questo  ne  segue  che  misurando  l'oggetto,  questo  si  tro- 
vi più  grande  del  vero.  Un  esempio  del  primo  fatto  l'ab- 
biamo in  Marte,  nel  quale  sono,  come  è  noto ,  due  mac- 
chie polari  assai  yive  (*)  ,  le  quali  ,  guardandole  con  un 
cannocchiale  di  un  ingrandimento  mediocre,  sicché  la  luce 
resti  ben  vivace,  paiono  due  segmenti  sporgenti  dal  pia- 
neta, ma  con  uno  assai  forte  che  indebolisca  la  luce  ciò  non 
ha  luogo,  e  nel  caso  del  nostro  istrumento  la  fona  di  760 
0  1000  volte  basta  a  distruggere  completamente  l' illusio- 
ne. Un  altro  caso  d'illusione  si  trova  nel  giudizio  delle 
grandezze  a  stima  fatte  nel  campo  del  cannocchiale.  Io  stesso 
più  volte  mi  sono  ingannato  grandemente  nello  stimare  le 
distanze  dei  satelliti  del  pianeta  Saturno,  giudicandole  mi- 
nori del  vero,  quando  le  valutava  in  larghezze  dell'anello  ; 
onde  spesso  prendeva  il  terzo  pel  secondo  e  il  quarto  pel  ter- 
zo. Ma  venendo  alle  misure  l'errore  si  rettifica  immediata- 
mente. Per  fare  una  prova  diretta,  ho  fissata  a  grande  lon* 
tananza  una  tavola  su  cui  erano  dipinti  due  circoli  uno 
bianco  in  fondo  nero;  e  uno  nero  in  fondo  bianco.  Questi  a 
stima  parevano  diversi,  ma  la  misura  smentiva  tale  giudizio 
e  si  trovavano  realmente  uguali.  Dal  che  ne  inferisco  che 
l'irradiazione  poco  può  influire  sulle  misure,  ma  si  vede 
bene  che  non  è  indifferente  la  quantità  di  luce  che  ammette 
lo  strumento.  Oltre  l'irradiazione  nei  cannocchiali  vi  è  la  dif- 
frazione, che  ingrandisce  le  immagini  delle  stelle.  Una  stella 
di  1*  grandezza  che  coU'obbiettivo  interamente  scoperto  ha 
un  disco  che  è  una  frazione  di  secondo  in  diametro,  con 


(*)  Le  chiamo  macchie  polari  per  seguire  Tu  so  comune,  del  resto 
una  di  esse  Taustrale  è  certaatente  eccentrica  airasse  di  rivoluzione  del 
pianeta. 
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un  diaframma  di  2  pollici  arriva  a  4''  circa.  Per  Saturno 
non  ha  cerio  luogo  un  ingrandimento  si  grande  ,  e  se  yi 
ha  qualche  dilatazione  essa  è  compensata  dalla  minor  luce 
che  ha  Torlo  delFanello,  onde  il  suo  diametro  resta  dimi- 
nuito per  mancanza  di  lume. 

Lo  scopo  che  io  mi  era  prefisso  nelPintraprendere  que- 
ste misure  pareva  cosi  almeno  in  parte  raggiunto,  se  non 
che  la  discussione  accurata  delle  medesime  mi  fece  vedere 
tali  discrepanze  nei  risultati  ottenuti  da  una  sera  all'altra^ 
che  più  volte  ne  stetti  in  grande  ansietà:  e  ciò  tanto  più 
mi  rendeva  sollecito  quanto  che  io  Tedeva  i  medii  delle 
diverse  sere  discordare  tra  di  loro  notabilmente  y  più  che 
i  medii  della  sera  medesima.  I  numeri  che  dò  nella  co- 
lonna 5'  della  tavola  B  qui  appresso,  daranno  un'  idea  di 
tali  divergenze.  Esse  erano  tanto  più  inesplicabili  che  con 
Giove,  il  quale  pure  ha  un  diametro  apparente  maggiore  di 
quello  dell'anello,  non  ne  aveva  avuto  di  eguali,  e  che  per 
so^rarmi  da  ogni  specie  di  errore  sistematico  aveva  variata 
la  maniera  di  misurare  facendolo  per  parti,  e  mutando  gV 
ingrandimenti.  È  vero  che  vi  sono  delle  diflBcoltà  non  pic- 
cole nell'anello,  ma  quando  1'  aria  è  buona  ,  e  V  orologio 
porta  bene  lo  strumento,  l'errore  probabile  di  un'osserva- 
zione non  supera  O^'.IS.  Di  più  avevamo  nelle  misure  stesse 
una  riprova  della  loro  bontà,  perchè  avendo  misurato  l'a- 
nello, e  insieme  il  pianeta,  le  misure  di  questo  si  trovavano 
sommamente  concordi,  e  lo  stesso  avviene  tra  gli  osserva- 
tori diversi. 

Sospettai  adunque  che  queste  varietà  fossero  reali,  cioè 
inerenti  alFanello  e  mi  c'indussero  le  seguenti  ragioni  : 

1."  Il  vedere  che  queste  irregolarità  passavano  dal  mas- 
simo al  minimo  dentro  un  determinato  periodo  :  così  in 
misure  prese  in  due  giorni  consecutivi,  si  ha  discordanza, 
mentre  dopo  tre  giorni  si  ha  accordo,  e  l'accordo  ritorna 
quasi  interamente  dopo  9  giorni.    Questa  si  vede  a  colpo 
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nella  seguente  tavola  : 
Intervalli 


Differenze 


1"  giorno 


2*  giorno 


3*  giorno 


14 — 15  Dicembre 

15-16 

23—24 

127^30 
127-24 

14-5 
23-14 


0,39 
0,63 
0,55 

0,09 
0,01 

0,26 
0,05 


medio  0,523 


medio  0,05 


medio  0,15 


In  2.^  luogo  i  massimi  molto  si  accostano  tra  di  loro  e 
i  minimi  pure  : 


Massimi 

41,  324 

444 

115 

205 


medio 
41,275 


Minimi 
40, 564      medio 


412 
710 
483 


40,542 


Medio  dei  massimi  =:  41,  275 
...    .dei  minimi    =  40,  542 

Differ.  .  .  .  0,733 
J  Diff.  ...  0,  366 

Ciascun  vede  se  sia  tollerabile  una  tal  differenza  tra  os- 
servazioni di  questa  specie  con  tale  istrumento;  né  solo  le 
mie,  ma  anche  quelle  di  Lassel  (le  sole  che  fino  allora  ave- 
va potuto  consultare  per  esteso)  erano  soggette  allo  stesso 
difetto,  di  un  salto  di  oltre  a  mezzo  secondo  netto  (*). 

Nel  caso  pertanto  che  le  irregolarità  fossero  reali,  resta- 
vano due  ipotesi  da  esaminare. 


[')  Nel  fascicolo  del  MontMy  notices  della  R.  Soc.  AstroDomìca  dì 
Londra  (roTO  che  il  Sig.  Main  pure  si  lagna  di  tali  divergenze  nelle 
mi»ure,  e  le  crede  difficilmente  spiegabili  con  mera  casualità.  Il  salto 
poi  di  ^  secondo,  e  più,  si  riproduce  anche  nelle  mibure  del  Sig.  De 
la  Roe  :  ma  il  non  trovare  indicata  V  ora  ci  priva  di  una  preziosa 
conferma  delle  nostre  viste  teoriche. 
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La  1.*  se  l'anello  fosse  soggetto  ad  una  dilatabilità  pe- 
riodica. 

La  2.*  Se  esso  fosse  di  figura  ovale,  e  che  ora  mostrasse 
a  noi  Tasse  maggiore  ed  ora  il  minore. 

La  1.*  ipotesi  pare  alquanto  meno  probabile  benché  non 
priva  di  fondamento,  giacché  l'asse  coniugato  dell'  anello 
viene  trovato  bene  spesso  maggiore  quand'é  in  eccesso  il 
trasverso  :  ma  ciò  non  é  costante,  e  non  devo  dissimulare 
che  le  osservazioni  in  questa  direzione  meritano  minor 
peso  ;  perché  l'agitazione  dell'aria  molto  confonde  nella  mi- 
sura di  una  linea  di  contatto  di  cosi  debole  curvatura  co- 
me sono  gli  estremi  dell'asse  coniugato  dell'anello. 

Tuttavia  non  credo  doversi  rigettare  questa  ipotesi  senza 
esame,  e  dirò  infine  ciò  che  sento. 

L' ipotesi  pertanto  che  io  ho  creduto  dover  discutere  é 
la  seconda,  cioè  che  l'anello  sia  ovale,  ed  avendo  una  ro- 
tazione, presenti  a  noi  ora  un  diametro  maggiore,  ora  un 
minore.  Sia  T  il  tempo  di  questa  rotazione,  e  I  il  tempo 
scorso  da  un'  epoca  assunta  per  principio  di  numerazione 
in  cui  l'anello  sia  per  certo  in  un  minimo  di  diametro  ap- 
parente :  k  la  differenza  tra  il  semiasse  maggiore  a ,  e  il 
minore  i,  avremo  la  correzione  da  farsi  al  diametro  osser- 
vato per  avere  il  medio  della  formola 


«  =  i  cos  2 


ossia  chiamando  n  il  numero  delle  rivoluzioni  fatte  dall'a- 
nello nel  tempo  I,  ed  q  l'arco  residuo  descritto  oltre  il  nu- 
mero intero  delle  mezze  circonferenze  sarà 

c  =  k  cos.2ci> 

essendo  anche  senz'altro  calcolo  evidente  ,  che  durante  il 
tempo  di  un  intera  rivoluzione,  l'anello  si  presenta  due  volte 
nella  posizione  sì  del  massimo  e  sì  del  minimo  diametro 
apparente. 
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La  determinazione  di  T  sarebbe  stata  assai  difficile  die- 
tro le  poche  osservazioni  che  abbiamo,  miste,  come  sono, 
degli  errori  di  osservazione  :  quindi  per  togliere  l'indeter- 
minazione di  ciò,  cercai  quale  sarebbe  il  tempo  che  giusta 
la  terza  legge  di  Keplero  dovrebbe  impiegare  un  satellite 
posto  a  20"5  dal  primario  per  compiervi  il  suo  giro,  e 
trovai  che  era  circa  di  14^,  36  di  Tm;  con  questo  dato  ten- 
tando di  soddisfare  i  periodi  osservati,  vidi  che  il  numero 
preferibile  era 

T  ==  14^,  238  di  tempo  siderale. 

Questo  è  il  tempo  di  un  satellite  distante  un  poco  più 
di  20"  cioè  posto  alquanto  neirinterno  dell'anello  esterno  A. 
In  questa  discussione  però  sono  stato  arrestato  da  una  dif- 
ficoltà :  l'ora  dell'osservazione  non  é  notata  che  entro  li- 
miti approssimati  cioè  di  circa  10^,  specialmente  nelle  pri- 
me osservazioni  y  cioè  quanto  è  sufficiente  per  trovare  la 
riduzione  da  farsi  alla  distanza  attuale  del  pianeta  per  ave- 
re la  media,  e  per  la  refrazione  ;  quindi  i  tempi  sono  si- 
curi solo  entro  tal  limite.  AI  principio  dell'anno  scorso  tal- 
volta l'ora  è  stata  emessa,  ma  le  osservazioni  facendosi  ad 
ora,  a  un  dipresso  eguale  nelle  varie  sere  successive,  fa- 
cilmente si  è  potuta  trovar  col  confronto  delle  osservazioni 
vicine  fatte  la  stessa  sera. 

Questa  inesattezza  che  finora  forse  era  tollerabile ,  non 
permette  di  spingere  le  verificazioni  alla  precisione  che 
avrei  desiderato  :  i  tempi  d'osservazione  però  che  si  discu- 
tono qui  sotto,  essendo  sicuri  entro  10^"  ,  li  credo  suffi- 
cienti. Non  veggo  che  altri  astronomi  abbiano  usato  fare 
di  vantaggio  ,  e  perciò  forse  merito  scusa  ,  ma  ciò  ser- 
virà di  norma  a  me  a  agli  altri  in  avvenire.  L'errore  che 
può  nascere  nella  rotazione  da  un  errore  di  'I4  d'ora  di 
tempo  nel  momento  dell'osservazione  è  6*  'I4;  ora  sono  sicuro 
che  trattandosi  d*una  prima  investigazione  ,  ciò  non  può 
portare  seria  conseguenza,  né  errore  che  superi  gli  errori 
probabili  delle  misure  stesse. 


1 
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Nella  tavola  B  qui  appresso  dò  il  diametro  dell'anello  , 
quale  risalterebbe,  applicando  le  correzioni  giusta  Tipotesi 
assunta.  Per  contare  il  tempo  parto  dalla  sera  24  Decem- 
bre  a  4^  10*" ,  T.  siderale  perchè  quella  sera  era  esimia,  e 
il  diametro  era  certamente  in  un  minimo  di^  fase.  Per  va- 
lutare la  correzione,  adopero  l'eccesso  trovato  di  sopra  tra 
i  massimi  e  i  minimi  diametri,  e  fo  i  s=  0",366. 
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r  altima  colonna  fa  vedere  quanto  piccole  siano  divenute 
le  divergenze,  benché  sussista  ancora  un  eccesso  sulla  pri^ 
ma  parte  della  serie,  e  un  difetto  nella  seconda.  Quella  del 
14  dicembre  sembra  fare  eccezione  ,  ma  pure  essa  dà  un 
minimo  relativo  alle  vicine,  come  vuole  la  formola.  L'an- 
dare a  ricercare  più  per  minuto  la  causa  di  queste  diffe- 
renze  è  inutile  senza  base  di  tempi  più  accurati  nelF  ore 
di  osservazione,  e  probabilmente  dipende  da  un  altro  pe- 
riodo sovrapposto  al  primo,  o  da  perturbazione  de 'satelli- 
ti. L'errore  probabile  di  un'osservazione  isolata  è  soddisfa- 
cente ,  e  il  medio  di  queste  poco  differisce  dal  medio  di 
tutte  nella  Tav.  B. 

Se  la  compensazione  di  tali  errori  fosse  casuale  sarebbe 
forse  un  fenomeno  assai  più  singolare  che  non  la  rotazio- 
ne, e  l'ellitticità  dell'  anello;  tuttavia  senza  dar  nulla  per 
dimostrato,  basterà  questo  per  indicarci  una  nuova  cautela 
da  prendere  in  misurare  i  diametri,  cioè  di  tener  conto 
preciso  del  tempo.  Le  osservazioni  di  Lassel  hanno  diametri 
discordi  a  quattro  giorni  d' intervallo  ,  e  concordi  a  tre 
giorni,  il  che  combina  con  noi,  ma  danno  valore  concorde 
per  un  giorno,  benché  non  esattamente.  Questo  può  parere 
in  opposizione  colla  nostra  teorica,  ma  non  lo  è,  giacché  è 
da  avvertire  che  se  una  delle  osservazioni  non  cade  in  un 
punto  estremo  di  massimo  o  minimo  ma  in  un  intermedio, 
l'altra  dopo  24  ore  pure  cadrà  in  un  punto  intermedio,  e 
quindi  potrà  restare  nascosto  l'eccesso  o  la  differenza;  ma 
nemmeno  esso  dando  l'ora,  nulla  di  sicuro  può  concludersi. 
Quindi  parmi  probabile  la  prefata  ipotesi  e  degna  che 
gli  astronomi  forniti  di  forti  strumenti  la  prendano  in  con- 
siderazione. 

Ho  promesso  di  discutere  l'altra  ipotesi  della  variazione 
reale  del  diametro  dell'anello.  La  prima    cosa  da  cercare 
é  se  la  divisione  abbia  mutato  sensibilmente  di  luogo.  Es- 
sendo essa  un  oggetto  assai  netto  e  distinto  e  di  facile  col- 
ie nno/tcft  Scienxe  Mat,  e  Fis.  T.  VII.  giugno  1856.  14 
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limaKÌOQe,  molti  errori  accideoUli  restano  eliminati,  e  per* 
oiò  merita  di  esser  presa  per  termine  di  confronto,  a  pre-^ 
ferenza  di  altri  punti. 

Si  é  trovato  per  medio  del  diametro  di  tal  di?isione 
34,649  ,  ag^ungendo  la  larghezza  della  divisione  medesi- 
ma, che  dal  confronto  della  grossezza  dei  fili  del  micro- 
metro a  più  riprese  ho  concluso  0",  402  resta  per 

Diametro  interno  dell'anello  esterno  35'',  05i. 
W.  Struve  dava  (*)  , =  35,    289 

La  differenza  di  0'',  238,  non  mi  p^r  punto  trascurabile 
in  ?in  punto  in  cui  3Ì  collima  si  bene;  e  quel  che  è  ri-» 
marchevole  Struve  supera  noi.  Però  devo  dire  che  la  di- 
visione non  pare  sempre  egualmente  larga.  É  ciò  forse 
per  le  circostanze  atmosferiche,  o  per  una  reale  varìabi^ 
lità  ?  {•*) 
La  larghezza  deiranello  esterno  A  è  per  noi 

dal  medio  di  tutte    ....?=  2,  92 
Secondo  W.  Struve  1i826    .     .    =  2,  40 

Ilncke 1837    .     .  2,  62 

0.  Struve.     ...  1851    .    .  2,30 

cioè  tutte  minori  dell'attuale. 

La  s^ra  d^i  29  dicembre  fui  sorpreso  di  vedere  l'anello 
esterno  di  nua  larghezza  fuor  del  solito  maggiore,  e  tanto 
che,  ad  occhio,  scorgevasi  una  differenza  notabile  di  esso 
colle  figure  fatte  con  tanta  precisione  da  Dawes  e  Lassel: 
trovai  quanto  segue  misurando  l'ansa  destra  con  tre  ripe- 
tizioni molto  concordi. 


(*)  Afttr.  Nach.  n.'  130. 

C*)  11  Sig.  De  la  Rue  opina  che  |p   variazioni  sieno  reali.   M.    jNo(. 
Blarzo  1856. 
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Larghezza  di  A  e  B =  7'',  512 

quindi  Anello  interno  h-  |  div =4,    523 


Anello  esterno  -^-  |  div =2,    989 

I  div =  0,  ,  201 


resta  :  Anello  esterno =2,    78Si 

Medio  di  W.  Struve,  Encke,  O.  Struve  .     .     s;=:  2,    440 


Diff.  0,  348 

Da  questo  risultato  pare  fuor  di  dubbio  una  variabilità  nel- 
Fanello  esterno,  e  nella  sua  larghezza. 

Ma  la  larghezza  complessiva  dei  due  anelli  é  costante  ? 
il  medio  delle  nostre  osservazioni  dà  per  larghezza  media 

delle  anse 7,  589 

mentre  da  O.  Struve  é  dato 7,  415 

con  differenza  assai  piccola  di 0,174 

Resta  ora  a  vedere  se  siasi  cambiato  il  rapporto  tra  la 
distanza  dell'orlo  interno  delT  anello  B.  dal  pianeta  ,  e  la 
larghezza  degli  anelli  stessi. 

La  distanza  dell'orlo  interno  dell'anello  al  pianeta  =  4",  026 

La  larghezza  degli  anelli =7,  589 

=  0,  53 

=  0,  57 

=  0,  57 

=  0,  64 

=  0,  95 

=  1,  18 


Il  rapporto  delta  1^  alla  2*  di  queste  quantità 
Questo  sarebbe  secondo  O.  Struve     .     . 

Encke  e  Galle 

W.  Struve   .     . 

Bradley  . 

Huyghens  e  Cassini 

Pare  che  siavi  una  diminuzione,  benché  non  così  forte 
come  ha  prodotto  0.  Struve.  Bisogna  però  concedere  che 
queste  misure  sono  assai  difficili  per  la  variabilità  della 
terminazione  dell'anello  interno,  che  talora  è  ottima  ,  ma 
talora  è  incerta  ,  e  V  occhio  è  perturbato    per  la  vivacità 
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maggiore  della  luce  deirancU^  nebuloso  con  cui  confina  , 
onde  è  facilissimo  fare  le  misure  deiranello  interno  in  ec* 
cesso,  e  quindi  che  risulti  minore  il  rapporto  citato. 

E  noto  essersi  mostrato  talora  nell'anello  una  eccentri- 
cità relativa  al  pianeta  :  ho  cercato  se  questa  fosse  sensi* 
bile  9  e  la  sera  del  27  dicembre  certo  era  nulla  :  ma  non 
cosi  può  dirsi  della  larghezza  delle  anse  che  avevano  una 
differenza  sensibile.  Ecco  le  misure  originali 

Ansa  precedente  Ansa  seguente 

dopp.  mis.  1',  178  ....  1,    196 

1,  178  ...     .  1,    197 

J,   177  ....  1,    197 

Ridotte.        8",  605  ....  8",  751 

Questa  differenza  è  piccola,  ma  per  l'accordo  delle  mi- 
sure dirette  non  è  trascurabile,  e  non  è  da  omettere  d'in- 
vestigarla meglio.  Posteriormente  ho  fatto  qualche  altra  os- 
servazione, e  nella  sera  del  16   gennaio  ottenni  T.  s.  6.*  10~. 

Ansa  precedente  =  8",  137.  j^.j^   ^^gg^  ^^^  ^^^  .  ^^^^^ 
Ansa  seguente      =8,   323.Ì  trascurabile. 

Dalle  ricerche  finora  esposte  pare  potersi  concludere  che 
l'anello,  oltre  una  rotazione  ed  una  ellitticita,  ha  realmente 
qualche  varietà  periodica  di  diametro  assoluto.  Queste  pe- 
riodicità possono  far  cessare  i  timori  di  veder  presto  spo- 
gliato il  pianeta  di  questo  beli'  accessorio  ,  benché  se  vo- 
gliamo stare  alle  antiche  osservazioni  vi  appaia  un  ristrin- 
gimento. Prima  però  di  ammettere  questo  come  reale,  parmi 
miglior  consiglio  aspettare  nuove  ricerche.  Infatti  per  quanto 
si  vogliano  stimare  le  osservazioni  di  Ugenio,non  può  negarsi 
che  esse  sieno  un  poco  difettose,come  apparisce  dai  limiti  che 
egli  assegna  ai  diametri  di  Giove.  Egli  stesso  benché  lodi  i 
suoi  cannocchiali  accenna  però  nel  Systema  Saturnium  che 
altri  ha  veduto  il  pianeta  meglio  di  lui.  Forse  allude  all'os- 
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seriazioni  del  Divini  e  del  Campani  allora  celeb^ri  otCiei.  La 
figura  di  quest'ultimo  osservatore^  che  io  ho  per  cosi  dire 
disseppellita,  è  di  somma  importanza.  £  singolare  ebe  as- 
sumendosi per  diametro  del  pianeta  17",  8  trovarsi  per  quello 
deiranello  39'^  67  che  é  molto  vicino  al  vero,  onde  ,la  fi- 
gura vedesi  fatta  con  gran  precisione  :  ora  in  esstf  la  lar- 
ghezza deir  anello  sta  alla  larghezza  dello  spazio  oscuro 
::  5,  44  :  66,  0  ben  diverso  dall'attuale.  Notisi  che  nella  fi- 
gura del  Campani  vedesi  traccia  dell'anello  nebuloso,  e  la 
minor  luce  airorlo  esterno  dell'anello  >  cose  tutte  che  mo- 
strano la  precisione  del  disegno,  onde  merita  molta  consi- 
derazione ;  e  può  far  sospettare  che  abbiano'  avuto  luogo 
realmente  delle  mutazioni;  ma  cercando  d'imitare  i  cannoc- 
chiali del  Campani,  cioè  mettendo  un  piccolo  diaframma 
all'obiettivo  del  refrattore  di  Merz,  e  usando  ingrandimen- 
to debole  di  100  volte,  benché  a  me  ,  e  ad  altri  pratici 
dell'oggetto  paresse  l'anello  più  largo  detrintervallo  oscu- 
ro, pure  una  persona  non  pratica-  giudicò  francamente  il 
contrario  :  sarebbe  ciò  il  caso  de'primi  osservatori  ?  Notai 
per  certo  che  cosi  la  luce  agli  orli  dell'anello  ,  e  special- 
mente deirinterno  resta  grandemente  indebolita,  il  che  può 
farlo  parere  più  stretto. 

CONCLUSIONI 

Riepilogando  il  detto  finora  possiamo  riassumere  quanto 
segue  : 

1.°  Che  la  superficie  dell'anello  non  è  piana. 

2.^  Che  le  varie  zone  o  anelli  staccati  non  sono  nel  me- 
desimo piano. 

3.**  Che  gli  andli  hanno  ciascuno  ima  rotazione  indipen- 
dente. 

4.^  Che  sono  soggetti  a  notabili  cambiamenti,  e  tali  do 
farli  paragonare,  piuttosto  ad  una  massa  di  fluidi 
elastici  analoghi  alle  nostre  nubi,  o  alle  comete, 
che  ad  un  vero  corpo  solido*. 

Soma  14  Aprile  1856. 
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SOPRA    UNA    FORMOLA    DI    TRASFORMAZIONE 
PER    LE    SERIE    DOPPIAMENTE    INFINITE. 

NOTA 

DEL  M«.  PROV.  VRANCEMO  BRIOSCHI. 

l.""  Rappresentino  mi ,  m^ ...  m/2  ,  n  quantità  le  quali 
ponno  assumere  tutti  i  valori  interi  da  — oo  a  -^-oo  ;  p,  y 
P2  j  -  •  '  pn  ì  fJ'i  9  1^2  •  •  •  fX//  2ny  quantità  eguali  a  zero  od 
alla  unità. 

Posto  : 

h  =  Pi  m,  -+-  pa  ma  -^  .  .  .  -+-  p/i  m^ 

n 
1 

(r,  ,  a^^s  quantità  costanti)  ;  considero  la  funzione  ad  n  ar- 
gomenti Ui  y  U2  .  •  .  Un  seguente  : 

(1)     e""'"*''  "*"  ''^"'^  "*"  "'-^  '■«**'''P(tt.  ,  u,  , ...  ii«)=S(-l)*.e?  ; 

indicando  col  simbolo  S  la  somma  di  tutte  le  espressioni^ 
che  si  ottengono  col  dare  alle  mi  ,  m,  .  .  .  ,  che    entrano 
a  formare  la  ( — 1)^  e?j  tutti  i  valori  suddetti. 
Se  nella  equazione  (1)  si  pone 

in  luogo  di  Ui  ,  i<2  •  •  •  M»  si  ottiene  : 

n 

lsr,(Us-^2as,rY 
e'  P(i*i  -^  2a,,^  ,  tta  H-  2aa.r  ....  W/1  -^-  2a„,^) 

=  (-l)''-S(-l)*cf  ; 

quindi  se  p^  5=  0  la  funzione  primo  membro  della  (1)  am- 
metterà il  gruppo  di  indici  di  periodicità  : 
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e  se  p,.=  l  la  funzione  medesima  ammetterà  il  gruppo  di 
indici  di  periodicità  : 

(2)  4»!,^  ,  Aa^^r  .  ^  .  4«n,^  . 

Ne  risulta  che  la  funzione  (1)  ammetterà  gli  n  grappi  di 
indici  di  periodicità  che  si  deducono  dal  gruppo  (2)  po- 
nendo r  =  i  f  2, .  .  .  n. 

2.^  La  espressione  del  secondo  membro  della  equazione 
(1)  si  può  trasformare  applicando  opportunamente  i  meto- 
di dati  recentemente  dai  sigg.  Meissel  ed  Enneper  per  tra- 
sformare espressioni  di  forma  analoga  (  Journal  de  Creile 
T.  48.  Quarterly  Journal.  Dee  1855).  Non  faremo  quindi 
che  esporre  il  risultato. 

Sia 


dA 


d«r,* 


41 

e  : 

11  1 

^  =o  --7'.  -^  r/a  -4- ...  -4^  -^7% 

ri  r^  Tu 

La  formola  di  trasformazione  è  la  seguente  : 

ossia  osservando  alla  (1)  : 


I 
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Ora  se  in  questa  equazione  in  luogo  delle  Ui  ,  u^  ...  Uiz  si 
sostituiscono  Io  : 

U,  -f-  2A,.,   ,    t*a  -+-  2Aa  r  •••  «/i  -^  2A„,^ 

essendo  : 
si  ottiene  : 

P(li,  -+-•  2A,.^  ,    «a  -<-  2Aa,r  .   .  .  tl/j  -+-  2A/,,^) 

A* 
=  (—1)    '•P(U,  ,  Ma  ...  W;,) 

Per  cui  le  funzioni  P(ti|  ,  tCa M/i)    ammetteranno  gli  n 

gruppi  di  indici  di  periodicità  che  si  deducono  dal  gruppo: 

4A,,^,  4Aa,r  •  •  •  4A„,^ 

I 

ponendo  in  esso  r  =  1 ,  2,  .  .  .  n. 

Quindi  il  rapporto  fra  due  qualsi  vogliano  funzioni  del 
tipo  (1)  ammetteranno  i  2n  gruppi  di  indici  di  periodicità 
superiori. 

3.^  Osservando  all'equazione  (4)  è  evidente  che  gli  in- 
dici A,  ^  dei  secondi  gruppi  sono  dipendenti  dagli  indici 
a^,,  dei  primi.  Dalla  medesima  equazione  si  possono  de- 
durne moltissime  altre  le  quali  manifestano  il  legame  fra 
i  primi  e  i  secondi  indici.  Fra  queste  equazioni  noteremo 
le: 

4r, 

e  le  : 

a,  a,,,.  A,,,  -+-  f'>(i2yr  ^2.*^-+-  •••  -*-  rn  fl/j.r  A./I.,  =  0  ; 
inoltre  le  : 
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e  da  ultimo  indicando  con  y  il  determinante  : 

X  v("^   A,,i    A2,2    •    -  •   A/i,ry) 

si  ba  : 


V  = 


TT'.t" 


4".  Afjfa  ...  Tn  * 

4.^  Da  quest'ultima  equazione  si  ottiene  facilmente  : 


1/^  =  - 


!l    -2. 

ve    —2 


'V  r    71 


A         2"A|/ (r,r3...r«) 
per  la  quale  la  (3)  assume  la  forma  : 

Si  sostituiscano  in  (p  per  a,,,  i  valori  dati  dalla  (4);  si  avrà: 

« 

ossia  posto  : 

*A,  -  =  aV,, 


e  : 


i,  =-^     (2m^  -4-  />r)a'y„r  -^  <Wi 


r 
I 


si  otterrà  : 
da  cui 

Ne  risulta  che  : 

P{U.  ,  M,  ,..  «„)  =    ."  l/\  S(-l)*  «"  • 
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Si  osservi  che  la  o)  è  della  stessa  forma  della  9 ,  e  si  ol* 
tiene  da  questa  ponendo  iUs  in  luogo  di  u^  ;  a^,/  invece  di 

^r,M  i   ^  Pi  9  P2  y    •  '  '   Pn   in   luOgO   di   /X,  ,   [I2  ...  [In   C   rCCÌ- 

procamente.  Indicando  quindi  con  Pi(U|  ,  u^  ...  Un)  quella 
fra  le  funzioni  (1)  nella  quale  sono  permutate  le  /X|  ,  fi, 
....|X/i  ordinatamente  colle  pi  ,  p^  •••.  p/i  si  avrà,  dalla  (1) 
medesima  : 

n 

e    '        .  P,(tw,  ,  itta  ...  ttt;j  ,  a'r,s)  =  S(— 1)*  e*» 
per  cui  l'equazione  superiore  diventa  la  : 
(5)  V(u,  ,14»,  .  .  .u„j  a^.,) 

n 

-    ■  /  V  —^'^'^''' 

Questa  è  la  formola  generale  per  la  trasformazione   delle 
funzioni  P  ad  argomenti  reali  in  funzioni  delle  medesime 
specie  ad  argomenti  immaginar]. 
5.*  Suppongasi 

n  =  l,    a,,i  =  a,    a',,,  =a,  ,    p,  =  1 ,    /x,  =0; 

saranno  secondo  i  simboli  dei  Fund.^  Nova  ; 

P(u)  =  S(u)  ,    P,(u)  =  H(u  -^  A)  ; 

inoltre  si  avranno  le  : 

A  =  a  ,    V  =  A.n  =  1^  =  —  ta, , 

ed  osservando  essere  : 

per  cui  A,,,  =s'k  sarà 
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e  dalla  forinola  (5)  deducesi: 

e(u,  *)  =  l/"^  e-'"'  H(.u  -*-  *. ,  *.) 

che  equivale  alla  forinola  (16)  del  §.  61  dei   Fundamenta 
Nova.  Analogamente  si  ottengono  le  altre  formole  del  me- 
desimo paragrafo  : 
Sia 

n  =  2,    pi  =  0,     P2  =  i',    /Ai  =  l,    1^2  =  0} 

adottando  la  notazione  di  Gòpel  nella  Memoria ,  Theoriae 
transcendeniium  Abelianarum  ec  Si  avrà 

Pongo 


a 


1.1 


«i    J      «a,i   =«: 


«1.3  =  ^1  J       «2,a  =^a 


Ai.i  =«1  ,      A,,,  =  a. 


sarà  : 

A  =  «,/3a  —  «a/Si  ,  V  =  «»*a  —  *a*i 

Aa,=^i3.,     Aa,  =  _^^/S., 

Ai,  =  —  T—  «a  ,     Afta  =  j—  a, , 
e  supponendo  : 


si  avrà  : 


Q'(tt,  ,    t#,  ,   a,  ,    «a,    ^,  ,   ^a) 


formola  analoga  alla  data  dal  Bosenhain  al  §.  5/  Gap.  2.' 
della  sua  memoria,  Sur  les  fonctions  ultra-elliptiques  ec. 

Pavia.  Maggio  1856. 
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Fo  ristampare  qui  appresso  nel  presente  fascicolo  l'elo- 
quente ed  affettuoso  discorso  pronunziato  dal  Sig.  Agostino 
Gauchy,  in  occasione  dei  funerali  del  chiarissimo  Sig.  Binet, 
membro  dell'Istituto  di  Francia  {Àccctdemia  delle  Scienze  Fi- 
siche e  Matematiche),  I  sentimenti  di  cattolica  fede  e  di  pietà 
sincera  sono  espressi  dal  Sig.  Gauchj  in  questo  discorso  , 
non  meno  che  in  altre  sue  produzioni.  (') 

BARNABA   TORTOLIXI. 

DISCO  VHS  DE  n.  AVGVliTllV  CAVCBT. 

Messieurs, 

La  mort  yient  de  ravir  k  l'Àcadémie  des  scieuces  son 
président;  aux  membres  de  l'Institut ,  aux  professeurs  du 
Collège  de  France,  un  excellent  confrère;  à  une  femme,  à 
des  enfantSy  à  une  famille  éplorée,  un  pére  tendrement  aimé 
et  digne  de  Tètre;  à  moi-mème,  un  ancien  condisciple  et 


(*)  Degnissimi  di  esser  ietti  sono  i  due  seguenti  Opuscoli. 

l.o  Mqwinte  parole  rivolte  agli  uomini  di  buon  semo  $  di  buona  fede 
da  Luigi  Agoiiino  Cauchy^  uno  dei  Precettori  del  Duca  di  Bordeaux. 
Traduzione  dal  Francese.  Modena.  Dalla  Reale  Tipografia  Eredi 
Soliani,  1834,  in  8." 

2.*  Considérations  sur  Ics  Ordres  Réligieux  ,  adreuées  aux  aniis  des 
Sciencei,  Par  le  Baron  jiuguitin  Cauehy^  Metnbre  de  VAcadénUe  des 
Sciences  de  Paris,  de  la  Société  Ilalienne,  de  la  Soeiélé  Aoyale  de 
LondreSf  des  Acadimies  des  Berlin,  de  Saint-^Pétenbourg,  de  Pra- 
guej  de  Stockolm,  de  Goettingue^  de  la  Société  Américaine,  eie.  Pa- 
ris, Librairie  de  Peussielgué — Rusand,  rue  Hantefeuille^  n.  9.  A 
Lyony  Chez  L.  Lesne.  Ì844^n8.*ln  un  capitolo  di  quest'operetta 
intitolato  :  CHAPITRE  Vili.  Le  Révèrend  Pére  de  la  Compagnie  de 
Jesus  (pag.  36)  sono  posti  in  piena  luce  gli  eminenti  vantaggi  resi 
alla  società  dalla  Compagnia  di  Gesù. 
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un  ami.  Binct  a  quitte  ce  monde  pour  un  monde  meilleur. 
En  présence  de  la  tombe  qui  regoit  sa  dépouille  mortelle, 
je  n'essayerai  pas  de  rappeler  ies  importants  travaux  par 
lesquels  il  a  contribué  aux  progrès  de  la  geometrie  et  de 
Tanalyse  mathématiquc;  il  sera  plus  digne  pour  lui,  plus 
consolant  pour  nous  d'arrèter  notre  esprit  sur  une  pensee 
bien  capable  d'adoucir  nos  regrets.  Binet  n'  était  pas  seu- 
lement  un  geometre  distingue  ,  doué  d'  une  haute  intelli- 
gence :  avec  Ies  plus  beaux  génies  des  siécles  passés  et  des 
temps  présents,  avec  Ies  Descartes  et  Ies  Fermat,  avec  Ies 
Haùy,  Ies  Ampère,  Ics  Laennec  ,  il  aimait  à  remonter  de 
la  connaissance  des  vérités  scientifiques  au  Principe  éter- 
nel  de  toute  vérité.  La  méditation  des  lois  sublimes  qui  ré- 
gissent  le  cours  des  astres,  qui  entretiennent  Tordre  et  Thar- 
monie  dans  V  univers  ,  lui  offrait  sans  cesse  de  nouveaux 
motifs  de  bènir  et  d*adorer  Tauteur  de  tant  de  merveilles. 
La  foi  yive  de  notre  confrère,  son  ardent  amour  pour  le 
Dicu  auquel  il  rendait  gioire  par  ses  talents  et  ses  vertus, 
par  son  vaste  savoir  et  son  inépuisable  charité  ,  doivent 
nous  inspirer  la  douce  confiance  qu*aujourd*hui,  plus  heu- 
reux  que  nous,  plus  éclairé  que  nous,  Binet  est  alle  puiser 
la  lumière  à  la  source  de  toute  lumière,  apprendre  des  sé- 
crets  que  nous  sommes  appelés  nous-mémes  à  connaltre  un 
jour,  en  marchant  dans  la  voie  qu*il  a  suivie.  Àbsorbé  par 
ces  hautes  pensées,  vous  me  pardonnerez,  Messieurs,  d'en 
abréger  l'expression.  La  vraie  douleur  s'exprime  en  peu  de 
paroles;  et,  à  la  vue  de  la  croix  posée  sur  cette  tombe  en 
signe  d'espèrance,  je  me  tais,  je  vous  laisse  franchir  en 
esprit  l'intervalle  immense  qui  séparé  Ies  sciences  de  la 
terre,  si  limitées,  si  bornées  en  tous  sens,  méme  quand  el- 
Ics  sont  culti vées  par  des  hommes  d'un  mérite  supérieur, 
des  véritès  sublimes,  de  la  divine  science,  qui  nous  seront 
rcvèlces  dans  Ies  cieux. 
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sulla  risultante  di  un  numero  qualunque 
d'equazioni  algebriche. 

TEOREMA  GENERALE 
PEL  CAT.  V.  VIA'  DI  BHVNO. 

Siano  date  le  {  equazioni    omogenee    a    {  variabili  x,  ^ 
x^  f  .  ,  .  Xi  di  grado  n 


Si  scelgano  a  piacimento  in  ciascuna    equazione  {  coeflS- 
cienti,  e  si  formi  con  essi  il  determinante 


I    t 


n  it 


it 


^p    q    -"  S     }        ^P    q       •••  #      ,     .     .     .     .      ''    fi)   II)  (/) 

P    V    •••' 


'     ; 


'f  W 


tf 


Questi  determinanti  saranno  in  numero  eguale  a  quello 
delle  combinazioni  che  si  possono  fare  Z  à  {  di 

n(ii-4-  l)  ...  {n  -t-  l  —1) 

!..         ^.        O.         •         m        C 

quantità.  Si  prendano  i  medesimi  n'*'  determinanti-  qua- 
lunque, ma  tali  che  moltiplicati  insieme  foi^iscano  un  pro- 
dotto isobarico  e  di  peso  n'  relativamente  a  ciascun  indice. 
Ciò  posto,  la  risultante  sarà  la  somma  di  tutti  questi  prò- 
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iùUi  wupUiplieati  per  conìftnienti  eotfjicwnH  numerici^  i  quali 
9%  deitrmintranno  per  mezzo  delle   equazioni    alle   derivate 
parziali  cui  eoddiefa. 

CoD  quest'occasione  è  mio  dovere  di  dichiarare,  che,  es- 
sendo stato  aTYertito  il  contenuto  della  Nota  inserita  in 
questi  Annali  (Novembre  1855)  già  essere  stato  trovato  da 
Bezout,  ne  abbandono  naturalmente  la  priorità,  contentan- 
domi delia  soddbfazione  d'  avere  rinvenuto  le  stesse  pro- 
prietà, senza  averle  pria  conosciute. 

Parigi  31  Luglio  1856. 

INTORNO   LÀ   INTEGRAZIONE    DELLE    FUNZIONI   IRRAZIONALI. 

NOTA 

DEL  (il«.  VELICE  CASORATl. 

La  questione  delfintegrazione  dei  radicali  quadrati  per 

funzioni  algebriche  e  logaritmiche,  quando  sia  possibile , 

trattata  la  prima  volta  da  Àbel  nella  Memoria  :  Ueber  die 

pAx 
Integration  der  DifferentiaUFormel  -^—  ,  weun    R    und  p 

ganze^  Functioneu  eind  (*),  considerata  da)  Sig.  Liouville 
nel  suo  lavoro  :  Sur  les  Transcendantes  Elliptiques  de  pre- 
mière et  de  deuxième  espèce^  considérées  comme  fonctions  de 
leur  amplitude  (^)^  progredì  assaissimo  per  le  due  recenti 
Memorie  del  Sig.  Tchebichef;  la  prima  :  Sur  Vintegration 
des  differentielles  irrationnelles  (***),  la  seconda  :  Sur  Vin- 
tegration des  differentielles  qui  contiennent  une  racine  carrée 
d^un  polynome  du  troisiéme  ou  de  quatrième    dtgré    (****). 


{*)  Creile,  Journal  ftir  die  Mathcmatiii,  Band  i. 
(**)  Journal  de  TEcoie  polytécbnique,  Cahier  27. 
O  Journal  dr  Liouville,  T.  XVIII. 

(***')  Mémoires  de  rAcadémie  Imp.  des  Sciences  de  St— Pélerftbourg. 
Sixième  Sèrie.  Sciences  Math.  et  phys.  T.  VI. 
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In  questa  TAutore  dopo  aver  determinato  colle  regole  date 
nella  prima  Memoria  la  parte  algebrica,  ed  il  numero  dei 
termini  logaritmici,  e  d*aver  scritte  le  equazioni  che  ser- 
vono a  determinare  le  funzioni  affette  dai  segni  logaritmi- 
ci, osserva  come  queste  eqtiazioni  sieno  spesso  assai  com- 
plicate; poi  mostra,  con  analisi  ingegnosa  ,  il  modo  di  ri- 
durle ad  altre  simili  più  semplici.  Tuttavia  tale  riduzione, 
eseguita  in  generale  come  venne  da  lui  indicato,  non  torna 
veramente  utile  se  non  nel  caso  in  cui  il  grado  del  poli- 
nomio posto  sotto  il  segno  radicale  non  sia  superiore  a  4; 
permettendo  in  tal  caso,  pel  verificarsi  di  circostanze  spe- 
ciali, di  ridurre  la  questione  a  quella  già  risoluta  da  Abel 
nella  Memoria  citata.  In  questa  Nota  accennerò  brevemente 
come  l'analisi  del  Sig.  Tchebichef,  in  un  solo  punto  gene- 
ralizzata, conduca  a  trovare  equazioni  ridotte,  per  le  quali 
si  verifichino  sempre,  qualunque  sia  il  grado  del  polino- 
mio sotto  il  segno  radicale  purché  pari,  quelle  circostanze 
a  cui  era  dovuta  pel  polinomio  del  terzo  e  quarto  grado 
la  completa  risoluzione  della  questione. 

Così  pei  lavori  del  Sig.  Tchebichef  e  per  1*  accennata 
Memoria  di  Abel  la  questione  dell*  integrazione  dei  radi- 
cali quadrati  in  termini  algebrici  e  logaritmici,  quando  sia 
possibile,  potrà  risguardarsi  come  risoluta;  dipendendo,  co- 
me è  noto,  la  integrazione  dei  radicali  quadrati  nel  caso 
che  il  polinomio  affetto  dal  segno  radicale  sia  di  grado  di- 
spari, dal  caso  in  cui  il  polinomio  sia  di  grado  pari. 

Richiamo  le  equazioni,  sulle  quali  venne  dal  Sig.  Tche- 
bichef eseguita  la  riduzione;  esse  hanno  la  forma  : 

\-Yi/e(x) ~ ^  U /  '      X - Yi/e(x)~^P 

dove  X,  Y,  u,  V  indicano  funzioni  razionali  intere  della 
variabile  x  ,  le  prime  due  a  trovarsi,  le  altre  note;  R  una 
funzione  che  non  si  annulla  ne  diviene  infinita  per  nessun 
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valore  finito  della  variabile;  p  e  n  due  numeri  interi ,  il 
primo  incognito,  il  secondo  noto;  e  ' 

X  —  Y\/e(x) 

indica  il  grado  della  funzione 

X  ^  Yi^Bjx) 
X  -  Yi/0(x) 

che,  affetta  dai  segno  logaritmico,  entra  a  comporre  il  va- 
lore deirintegrale. 

Queste  equazioni,  sovente  complicate  pei  gradi  elevati 
delle  u  e  t7,  e  pel  valore  grande  di  tt,  si  ponno  semplifi- 
care, riducendole  ad  altre  simili  in  cui  sia  : 

essendo  2n  il  grado  di  6(x). 
Si  ponga  : 


X  -4-  Y\/'6(x) 


X— Yi/%) 
dove  s'intendano  con  : 

P  ,    ?  ,    0.  ,    0a  ,   P,    Q 

funzioni  razionali  intere  di  rr,  delle  quali  :  le  P  e  Q  sono 
le  nuove  incognite  ,  le  9,  e  0^  tali  che  il    loro    prodotto 
eguagli  6(x)y  e  ìe  p  e  q  dà  determinarsi  nel  modo  seguente: 
Trovata  una  funzione  S  per  cui  le  frazioni  : 

*  9  — — — — 

U  V 

non  diventino  infinite  per  nessun    valore    finito    di  j; ,  si 
sviluppi  la  : 


-K^T 


uv 
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in  frazione  continua  e  fra  le  ridotte    si    ceroki   quella  il 
cui  denominatore  sia  di  grado  iaferiere  al  grado  biella  fun- 
zione : 


V 


e  chtf  preceda  una  ridotta,  il  cui  «denominatore  sia  di  gra- 
do superiore  a  que^o  della  stessa  funzione.  Indicata  tale 
ridotta  con 

N 
si  ponga  : 

jf  =  N  ,    /)  =  SN  —  Mtt». 
Allora,  le  funzioni  : 


u  '  V 


rimanendo  finita  per  qualsivoglia  valore  finito  .di  x,  «i  po- 
trà porre  : 


u 


^ivYwì 


V 

B|  ,  R,  indicando  funzioni,  come  la  R,  che  non  diventano 
infinite  per  ciascun  valore  finito  di  a?»  e 

funzioni  razionali  intere  di  x. 
Da  queste  equasioni  si  ottiene  la  seguente  : 

la  quale  mostra  che  R|Ra  deve  essere  quantità  costante  e 
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w  =  «)'. 


Dalie  stesse  equazioni  divisa  Tuna  per  Faltra,  si  ha: 
quindi  posto  : 

ff  ,    =  O     T T- 


si  avranno  per  determinare  (le  f  e  vQ  le  equazioni  : 

p 


'- Qi/ e(x)     *  U' ;   '  *p-Qi/e(x)     ^"    "■''^ 

nelle  quali  sarà  : 

J(ttV)  ^  „  _  ^,  <  ^^^^__^^  J9(a!) 

Infatti  le  quantità 

sono,  per  la  (a),  eguali  od  inferiori  rispettivamente  alle  : 

Wt?  pi/ 01  -^J|/ Sa 

uv  pi/  $t  ~  jr|/  9a 

=  ZO  ^ ■-, ; ^  X     -  . 
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Ora,  la  prima  di  queste  quantità ,  colla    sostituzione    dei 
valori  di  p  e  q  diviene  : 


i9(xy+-29 


—ITv ^\T] T 


2(n— 1) 

che  ò  maoifestamente  inferiore  a 

_*,  i${x) 
2(n  —  1)       ^  ' 

M 
pel  modo  con  cui  fu  determinata  la  ridotta  —  . 

N 

Quanto  alla  seconda,  ess^  npn  supererà  almeno  una  delle 
due  quantità  : 

|/(«»)  [/{uv) 

l/(t«fl)  2(n— 1)    *  '  N  |/'     J        _jj_  ( 

(  0(«)»t-')   ^ 
la  prin)4  dellp  quali  è  minore  di 

1 


2(n  —  1) 
per  esserlo  già  h 


mx) 


e  la  seconda  lo  d  pure,  riflettendo  al  valore  attribuito  ad  N. 
'  Dalle  disuguaglianze  poi  : 

p'9,  -  g'g,         pl^g.  --  q\/e,  1  .<,,  V 
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Avendosi  : 


uv  ^  2(n  -  1)  "^^  ^ 


e  per  ia  (a)  essendo  : 


sarà  : 


J  ' ■— SK  o(uvw) 

uv 


^('•''''"^  <  2{ir4rì)- «^-) 


e  siecome 

1 


i9(x)  <  a 


2(n  —1) 

risulta  che  il  prodotto  tiV  sarà  o  una    funzione  lineare  , 
ax-^by  o  una  costante. 
E  per  a  diverso  da  zero  le  differenze 

n  —  n^j        nt  —  w 
ossia  le  quantità  : 

s 

sono  rispettivamente  eguali  a  : 
quindi  rispetti  radiente  minori  di  : 
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la  qual  cosa  esige  cUe  sia  : 

;r  —  TT,  =  0. 

Cosi  si  verificano  ^eAi][>^è  le  cìfcosiSnf€  sufficienti  per  la 
completa  risoluzione  della  questione. 

É  poi  facile  a  vedersi  che,  qui  pure,  la  riduzione  espo- 
sta è  sempre  possit>ile,  quando  le  etffiàziòl^i  primitive  non 
soddisfino  già  alla  condizione  : 

e  che  la  t^fiékiowb 

è  voluta  da  ciò  c&e  dòvenaó  essere  le  p  é  q  tvitiwtii  ra- 
zionali, anche  i  tefmini  della  ri^dottaf  coi  quali  esse  sono 
formate,  dovranno  essere  razionali;  e  sioetìtoé  tale  ridetta 
rappresenta  il  vero  valore  della  frazione  continua  esatta- 
mente fino  a  quantità  di  ordine   inferiore    a  quello  della 

— 1/^9  se  il  grado  di  6{x)  non  fosse  pari  A  àtrebbifft), 

in  gtinfèrale,  per  1Ì  dd  N  fètilioni  nelle  quiili  la  variabile 
avrebbe  esponenti  fraeidaàri. 

Pavia  5  Stigliò  iS3*. 


ogms? 
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RICERCHE    ALGERRtCHE    SULLE    FORME    RINARIE. 

MEMORIA 

DEL  n«.  PHOV.  VHANCEliCO  BRIOSCHI 

§.  1."  Sieno  f(Xj  y)  ;  (//(a:,  y)  due  covarianti,  rispettiva- 
mente dei  gradi  tV  9  deihi  forma  binaria  dell'  enaesifino 
grado  : 

«*  =  («•»  «I  j  .  .  •  .  ,  a«)(a?,  jf)"- 

I  coefficienti  delle  potenze  delle  indeterminate  X,  Y  nello 
sviluppo  della  funzione  : 


(1) 


y(arX-  i<^'(y)Y,    yX-^yf(aj)Y) 


Sotto  tutti  covariml»  di  u.  Questa  proposizione  enunciata 
dapprima  dal  Sig.  Hennite  nel  giornale  di  Cambridge  , 
venne  recentemente  dimostrata  da  q«esto  distinto  Geome- 
tra nella  sua  seconda  Memoria  :  Sur  le  théorie  de»  fonction» 
kamogénes  ec.  pubblicata  nel  Tomo  52  del  giornale  del  Sig. 
Creile.  In  una  nota  inserita  nel  fascicolo  di  febbraio  1856 
di  questi  Annali,  abbiamo  trovato  esistere  una  relazione 
fra  i  covarianti  ottenuti  dallo  sviluppo  della  funzione  su- 
periore; la  quale  relazione  indicando  Io  sviluppo  suddetto 
con  : 

riducesi  alta  segpuente  : 


(2) 
essendo 


r-*-i' 


*( 


» — r)\ix  dy        dy  dx  '         t — r         '~' 


k  = 


*'{$  —  1)» 


d^p      d> 
dx'     Axdy 

d>     d> 
àxAy    dy' 


(3)  uLx-l.fY,yX^^P^Y) 

\  «   dv  s  ax     / 
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Se  nella  espressione  (1)  poniamo  ^  =  ii  ,  e  supponiamo  : 

8   dy 
=  (^oi*.  ,..M+/i)(X,Y)'' 

i  covarianti  ^i  ,  ^2  •  *  •  vennero  dal  Sig.  Hermìte  j  nella 
Memoria  citata,  denominati  covarianti  associati  al  covariante 
{p  :  ed  intorno  ad  essi  ha  dimostrato  la  seguente  fonda- 
nientale  proposizione  : 

Qualunque  covariante  di  u,  od  almeno  il  prodotto  di  esso 
per  una  potenza  di  u  è  una  funzione  razionale  intierUy  dei 
covarianti  associati. 

§.  2.°  Riflettendo  a  questa  proposizione,  e  precisamente 
alla  dimostrazione  di  essa  data  dall'  Hermite  >  presentasi 
una  osservazione  intorno  la  forma  di  quelle  funzioni  ra- 
zionali, intiere  dei  covarianti  associati,  dalla  quale  si  de- 
ducono moltissime  conseguenze,  come  vedremo  nel  seguito 
di  questa  memoria. 

Sia  : 

un  covariante  di  ti  ;  e  supponendo  : 

n(xX  -f-  x,Y  y  yX  h-  y ,Y)  =  (A,  ,  A, .  .  .  A«)(X,  Y)- 

Si  avrà  per  la  definizione  di  covariante  : 

(xy^  —  x,yy.  n{xX  -^  a?,Y  ,  yX  -»-  y,Y) 

=  (C,,  C.  , .  . .  9(X,  Yf 

essendo  [i  un  numero  intiero,  e  le  G^  ,  Ci essendo 

formate  colle  A  ^  A,  ,  .  .  .  come  le  e  ,  e,  ...  Io  sono  colle 


a^  «a.  .  .  .  . 


Ora  supponendo  : 

l    àxff  1    d(|r 

a:,  = —,         yi  =  —  J-- 

s   dy  s   ax 

Le  A| ,  A;, .  .  .  diventano    ordinatamente  i  covarianti  as- 
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sociali  ^i ,  t|(2  .  .  .  del  covariante  ip  ;  per  cui  avremo  : 

.,*)  ^..(«X-1^JY.,X^Ì-ÌV) 

=(c. ,  e. . . .  9(x,Yy 

essendo  i  coefficienti  Co  >  G,  .  .  .  formati  coi  co  variasti  as* 
socìati  ^0  t  f^i  .  .  •  come  c^  j  Ci  .  ^  .  io  sono  con  a„  ,  ai  ... 
Notisi  che  ponendo  : 

1  l  /òtjf  àn       àip  dTry') 

*"         p(l>— 1)  •••  ip — r-H-1)  "  8''^Ax  dy        dy  dx' 
si  avrà  : 

(5)  (p.«.D,=  C,; 

e  che  indicando  con  m  il  grado  di  n(x,  y)  rispetto  ai  coef- 
ficienti a^9  ai  ...  della  forma  u  si  ha  :  jx  =  i{mn-'  p). 
§.  3°.  Dedurremo,  come  il  primo  corollario  della  osser- 
vazione sn  esposta,  una  proprietà  dei  covarianti  associati 
alla  forma  proposta,  i  quali  indicheremo  con  Ui  ,  Us  .  .  . 
ponendo  : 

(6)      J.X_lÉ!?Y,yX^lJ-?'Y) 
^  '         V  n  dy      '  ^  n  dx     I 

Sia  Or  Tinvariante  quadratico  della  forma   del  grado  2r  : 

n(n-l)  ...  (n— 2r-»-l)\d^  '  dx--  dy  '  '  *  '  d^/^    '     ''" 

esso  sarà  un  covariante  di  u  del  grado  2(n  —  2r)  rispetto 
alle  variabili  jet,  y  e  del  secondo  grado  rispetto  ai  coefG- 
cienti  ao  9  Ai  .  .  .  Quindi  supponendo  n  =  9r  sarà  /x=:=2r, 
e  la  formola  (5)  nella  quale  fiicciasi  r  =»  0  darà  : 

^  ^  2r(2r  ~l) 

«««•e^  =  tt^tlar  —  2rU,Ua^,  -^     -^2 «*a  War-a  —  •  •  ^ 

1  2r(2r~l)  ...  (r-^1) 

•••""^"^^  ¥ — i:2rT; — ^* 
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Se  nella  espressione  (1)  poniamo  f)  =  u  ,  e  sopponiamo  : 

=  (^0,  *!,'..,  ^)(X,Y)- 

i  covarianti  ^i  ,  ^2  •  •  •  vennero  dal  Sig.  Hermiie  ,  nella 
Memoria  citata,  denominati  covarianti  associati  al  covariante 
{p  :  ed  intorno  ad  essi  ha  dimostrato  la  seguente  fonda- 
mentale proposizione  : 

Qualunque  covariante  di  Uy  od  almeno  il  prodotto  di  esso 
per  una  potenza  di  u  è  una  funzione  razionale  intiera^  dei 
covarianti  associati. 

§.  2.^  Riflettendo  a  questa  proposizione,  e  precisamente 
alla  dimostrazione  di  essa  data  dall'  Hermite  ;  presentasi 
una  osservazione  intorno  la  forma  di  quelle  funzioni  ra- 
zionali, intiere  dei  covarianti  associati,  dalla  quale  si  de- 
ducono moltissime  conseguenze,  come  vedremo  nel  seguito 
di  questa  memoria. 

Sia  : 

un  covariante  di  u  ;  e  supponendo  : 

n(xX  -f-  x,Y  ,  yX  h-  y .Y)  =  (A,  ,  Ai  .  .  .  A;,)(X,  Y)« 

Si  avrà  per  la  definizione  di  covariante  : 

(xy^  —  x,y)f'.  n{x\  -^  a?,Y  ,  y\  -^  y,Y) 

=  (Co,  C.  , .  . .  9(X,  Yf 

essendo  /x  un  numero  intiero,  e  le  G^  ,  Ci essendo 

formate  colle  A^  ,^  A, ,  .  .  .  come  le  c^ ,  e,  ...  lo  sono  colle 

Ora  supponendo  : 

l    àif,  1    d(|r 

X,  = j-  f        yi  =  —  T-- 

s  ay  s   ax 

Le  A| ,  A;, .  .  .  diventano    ordinatamente  i  covarianti  as- 
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sociali  ^1 ,  (f»2  .  .  .  del  covariante  <p  ;  per  cui  avremo  : 

=(C.  ,  e. .  .  .  C^CX.Y/' 

essendo  i  coefficienti  Co  9  Ci  .  .  .  formati  eoi  covarianti  as« 
sociati  ^^  •  ^l'i  •  •  •  come  c^  ,  C|  .  , .  Io  sono  con  a^  ,  a,  ... 
Notisi  che  ponendo  : 

1  l  /dò  dn       dip  dTty') 

*"         p(p— 1) ...  (p— r-el)  '  «**  ^da:  dy        dy  djc' 
si  arra  : 

(5)  (|..«.D,=  C,; 

e  che  indicando  con  m  il  grado  di  n{xy  y)  rispetto  ai  coef- 
ficienti ^o  9  «1  ...  della  forma  ii  si  ha  :  /x  =  i(mn—  i?). 
§.  3^.  Dedurremo,  come  il  primo  corollario  della  osser- 
vazione su  esposta,  una  proprietà  dei  covarianti  associati 
alla  forma  proposta,  i  quali  indicheremo  con  Ui  ,  t«2  •  -  • 
ponendo  : 

=  {u^  ,  11,  ...  tt^)(X,  Y)". 
Sia  9r  Tinvariante  quadratico  della  forma   del  grado  2r  : 

n(n-l)  ...  (n— 2r-^-l)\d^  '  da;^-*  dy  '  '  '  '  d^)'    '     '*" 

esso  sarà  un  covariante  di  u  del  grado  2(n  —  2r)  rispetto 
alle  variabili  x,  y  e  del  secondo  grado  rispetto  ai  coeffi- 
cienti Ao  ,  ai  .  .  .  Quindi  supponendo  n  =  Br  sarà  fA=2r, 
e  la  formola  (5)  nella  quale  fecciasi  r  ss  0  darà  : 

.  ^  2r(2r  --1) 


.  1   2r(2r^l)  ...  (r^l) 
<"^'    2" 1:2^7;: ^^ 
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Ponga»!  ora  : 

1       AuiOr       duA9r\ 
*"       n(n  —  2r)^€tr  dy         dy  cLr  '  • 

sarÀ  A,,  un  covariante  di  u  del  grado  3n  —  4r  —  2  ri- 
spettò alle  yariabili,  e  di  terzo  grado  rispettai  ai  eoefS- 
cienti  Oo  9  ffi .  . . ,  e  ponendo  r  s=»  1  nella  formola  (5)  si 
avrà  : 

2r(2r-3) 

2r(2r-l)(2r^5)^^ 

2r(2r-.l)...(r-^2) 

Ora  dalle  due  serie  di  equazioni,  le  quali  deduconsi  dalle 
superiori,  e  che  danno  i  valori  di  9, ,  9, .  .  •  9/,  o  Qn^^  se- 

condo  che  n  è  pari  o  dispari;  e  di  A ,  ,  A^  •  •  •  An    o  A 


per  n  pari  o  dispari,  in  funzione  dei  covarianti  associati 
alla  forma  data;  si  potranno  dedurre  i  valori  dei  covarian- 
ti associati  u^  ,  U\  ^  *  .Un  in  funzione  dei  covarianti  d,  A, 
ti^  =s  u ,  Ut  =  0 ,  e  quindi  per  la  proposizione  dell*  Her- 
mite  si  avrà  il  seguente  teorema  : 

Un  covariante  qualsivoglia  di  u,  od  almeno  il  prodotto 
di  esso  per  una  potenza  di  u  è  una  funzione  intiera  e  ra- 
2Ìonale  dei  covarianti  u,  9| ,  6a  .  •  .  A| ,  A^  ,  .  .  . 

Ponendo  nelle  due  formole  superiori  r  =  1,  2 ,  3  .  .  . 
si  hanno  le  : 

1l*fi,  =  w^  Ua  —  U^i  ,      tt^A,  =  «^  tt3  —  W,Ua  , 
W^^a  =  W„U4  —  4Uj  t«3  -H-  3u*a  ,    CC. 

dalle  quali  osservando  essere    u^  :^  ti  ,    ti^  =?  0    si  dedu- 
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cono  le  : 

ti5  =  u(u%^  —  2A,S,) , 
«6  =  u(u49,  -  15u*9,fi,  -^  45S',  ^  10**,) , 

Le  prime  qnattifo  fra  quelle  forcole  tennero  trotate  in 
altro  modo  dal  Sig.  Hermite  nella  memoria  citata. 

§.  4.^  E  evidente  che  it  metodo  indicato  nei  §  prece- 
dente per  determinare  i  valori  dei  covarianti  associati  alla 
tdìfiM  U  ìa  fari^ioiìe  dei  covarianti  0  ,  h  ;  pnò  estendersi 
alla  ricerca  dei  valori  dei  covarianti  associati  al  covarian- 
te ^(o?)  y)y  in  funzione  dei  covarianti  9 ,  e  di  covarianti 
analoghi  ad  A.  Ma  i  covarianti  associati  ^i  9  </^  i .  .  .  ponno 
esprimersi,  mediante  una  formula  generale,  in  funzione  dei 
covarianti  t»,  ,  u^  ^  113  ....  df,  ,  tp  y  cotM  óra  veniamo  a 
stabilire. 

Pongasi  nel  primo  meibbro  della  (3)  : 

_  J_d(if_  1   iijf_ 

*   dj-^''      à   d±~*' 

e  sviluppisi  quella  espressione  scrivendo  : 

u(x,Y  -4-  xX  ,  y,Y  -H-yX)  «e  u{xi  ,  y,)Y* 

^(**«^,j!L)Y-.x-. 

V      éxi         dyi/ 

per  cui  risulta  : 

1  /     dtt  d»  \<'«-'') 

<')  ■^-=,(n>-i)...(n.^r.^i)rèb;-"ydj;;)     • 

Ciò  posto  pongasi  nella  (6)  ^1  e  (/;  in  luogo  di  X  e  di  Y; 
ed  esservando  essere  : 

1  /Aiff  Au        d(p  duv  1  /     Atp         d^\ 
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si  otterranno  le  : 

1   du  1   du 

per  cui  sostituendo  si  avrà  : 

U\u(Xi  ,   y.)  =  (tto  ,   W,  ...  Un)(<ffi  ,  ^Y  =  F((|;.  ,  fff). 

Da  questa  osservando  alle  superiori,  si  deducono  le  : 

dF  /     du  dw  \     d*F  /     dii  du  V') 

d(|.,  V     da:,      ^  dy^r  Aò\  \     àoc^      ^  AyJ 

Dunque  in  causa  della  (7)  si  avrà  la  rimarchevole  formola: 

(8)         W^^^  =  (u^  ,  u,  ,  .   .  .  u^)((/;,  ,  ^p)^ 

Questo  risultato  si  può  anche  generalizzare  consideranifo 
la  equazione  (4)  e  la  : 

/nv  /  ^         1   d**^r       -«-         1  du  ^\ 

(9)       r^.n[.l.---Y.ylL-^--Y) 

=  (7o»y.---y;,)(x,Yy 

nella  quale  le  7,, ,  7i  ^  •  •  sono  formate  colle  u^,  u,  ..T  co- 
me le  c^  ,  e,  ^ .  .  lo  sono  colle  a^  ,  a,  .  .  .  .  Infatti  ponendo 
in  quest'ultima  ^,  ,  (f;  in  luogo  di  X,  Y  »i  ottiene  : 

uf^-p.n{x,  ,  y.)  =  (7, ,  7,  .  .  .  7^)((p,  ,  (/;)P  =  F((p,  ,  ^) 

e  quindi  : 

d^r  An  \('^'^)         d'^-'^F 


per  cui  dallo  sviluppo  della  (4)  si  ha  : 

(10)     u/'^'-  c,  =  r(yo ,  7i  ^  •  •  •  7r)(^i  f  ^Y- 

Se  7r  =  u  si  ha  jx  =  Oy  e  da  questa  deducesi  la  (8). 

§.  5.*^  Per  quanto  si  è  osservato  al  §.  2.<*  i  coyarianti 
7o  9  7i  .  .  .  dati  dallo  sviluppo  della  (9)  saranno  formati 
coi  covarianti  u  9  U|  .  .  .  come  i  coefficienti  e. ,  C| 
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del  covariante  n{xy  y)  lo  sono  coi  coefficienti  a^  ,  ai  

della  forma  data.  Ora  considerando  y^  come    funzione  di 
u    j  w,  .  .  .  si'avJà  : 


n 


da?       ^'^  dw«.    da:     '  dy        -^^  dw«    dy 

dalle  quali  : 

n 

du  iyr       dw  dy^      ^      dyv /du  dw^        du  du;„  \ 

—  »du«,\da?    dy         dy    da?/' 


da;  dy         dy  do; 


ma  se  nella  formola  (2)  supponiamo  dapprima  9  x=f  «p  «^  i« 
per  cui  t  =  «  =  n  ,  A  s=  9^  ;  quindi  9  =  tt,  ^  =  w  ed  in 
conseguenza  i  =  p  ^  5=11,  A=0,  si  ottengono  le  due 
seguenti  : 

1        /dw  dum       du    dw«  \      fii(n  —  1)  ^ 

/        n  —  m 


—  .  —     — 'in  *»  ••      *»  "ut 


n(n  —  m)vda;  dy         dy     dx 


^•^'        n(p  -  r)  Ida:    dy         dy   da?  /  ;>  —  r       '^'^* 


per  le  quali  ponendo  : 


n  n 


si  giunge  alla  equazione  : 

per  la  sussistenza  della  quale  dorranno  essere  : 

Q(7r)  =  (P  —  '•)7r*i  »  P(7r)  =  ^r-I  ' 

ia  prima  di  queste  darà  i  valori  di  yi  ,  7^  .  •  •  allorquando 
sia  conosciuto  70  ;  e  dalle  medesime  si  ponno  dedurre  le 
equazioni  caratteristiche  per  un  covariante  dovute  al  Sig. 
Gayley;  le  quali  vengono  qui  ritrovate  in  un  modo  affatto 
differente. 
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§.  6.^  Determinati  i  valori  4ei  covarianti  associ  «ata  alla 
farma  data  in  funzione  dei  covarianti  d,  &;  Tapplicazioiie 
del  principio  esposto  al  §.  2/  dà  origine  ad  alcune  rela- 
zioni fra  i  covarianti  di  una  stessa  forma ,  le  quali  sono 
di  molto  utile  nella  ricerca  dei  covarianti  fondamentali  od 
irreducibili.  Eccone  alc^uni  esempi. 

1.^  Sia  d  il  discriminante  della  forma  di  terzo  grado  : 

n(n  —  ì)(n^2)\dx' '  Àx'dy  '  dy^^"^'     ^   ' 

esso  sarà  un  covariante  di  u  di  quarto  grado  rispetto  ai 
coefficienti,  e  del  grado  4(n  —  '3)  rispetto  adle  variabili , 
quindi  fatto  n  =  i  sarà  fi  =  6  ed  : 

u^i  =  —  (u\  u\  ^  4tto  u\)  —  —  (t«4  k\  -4-  4j*4  ^»,) 
e  quindi 

(11)  u^9  -4-A%  ^  ^9\  =  0. 

Se  la  forma  u  fosse  ^i  -terso  grado  -9, ,  Ai  ^ono  i  soli  due 
covarianti  irreducibili  della  medesima,  e  H  V  unico    inva- 
riante. In  questo  caso  la  formola  supei^iope  venne  già  tro- 
vata dal  Sig.  Gayley. 
2.^  Sia  gl'invariante  cubico  dejla forma  di  quarto^ado: 


^1 


d^tt       d^u 


d4u 


n(n— 1)...(«— 2)  àx^     dx^dy  dy* 


)(X,  •¥)«  ; 


^  sarà  un  covariante  di  ti  del  .terzo  grado  rispetto  ai  coef- 
ficienti, e  del  grado  3(n  —  4)  rispetto  alle  variabili;  quindi 
supposto  n  :^i^  si  h/à  'Il  '-=  6  e^  : 


tt6?  = 


«0    ^i    «*2 
U,    Ila   1*3 


Uj  ttj  U(^ 
ossia  sostituendo  e  riducendo  : 
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(12)  u^J;  =  u^9A  —  ^0\-h\. 

Per  n  =  4  si  ha  la  relazione  trovala  dai  Gayley  fra  i  co- 
varianti di  ,  A,  e  gli  invarianti  qnadratico  e  cubico  9, , 
^  della  forma  di  quarto  grado  (Yedi  anche  la  prima  delle 
Memorie  deU'fieroàte  nel  Tomo  5%  del  ^giornale  di  Creile)* 
Balle  eq«ua£Ì«DÌ  :(11)  {^2)  di  attiene  anoli^  la  ; 

u^  =  e.e,  -*-  d. 

3/  Sia  : 

1        /du  d^        4u  d(  \ 
»         n{n  —  4)  Vda;   dy         ày   àx  I 

ponendo  r  =  1  nella  (5)  si  ha  : 


u^p  = 


U^  Mt    U2 


U,    Uà   U4 
Ui    U3    U5 


o  sostituendo  e  riducendo  : 


(18) 
4.-  Sia  : 


Mp  =s  6,A,  —  6^k, 


du   d? 


;V  —  5i)(3n  —  13)\dx  dy   ^.dy   dx 


)' 


ponendo  .r  ;;?:  .2  nolla  i(5)  si  ba  : 


u^<j  = 


Uo  Uà  1*3 
U,  US  |«4 
tfa    U4    U5 

per  cu^  : 

« 

la  quale  in  causa  della  (12)  può  ridursi  Alla  : 
(14)        uG  =  h,h,  -  u'0\  -H-  4S%e.  -•-  3tt9.C  . 
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5.^  Sia  7  ria  variante  di  quarto  grado    della    forma    di 
quinto  grado  : 

n(n  —  1) ...  (n  -  4)^  db^  '  d^Td^  '  '  '  ipr'     ' 

sarà  7  un  covariante  di  u  di  quarto  grado  rispetto  ai  coef- 
ficienti, e  di  grado  4(n  —  5)  rispetto  alle  variabili,  quindi 
fatto  rr  =  7  sarà  /x  =  10  ed  : 

u^y  =  12A',  e^  —  16m*  9,  9\  -^  àSB\9^  —  uU% 

ed  anche  per  la  (12)  : 

(15)  tt'7  -«-  h\  -4-  i9,9\  -4-  12u?e^  =  0 

Analogamente  indicando  con  /3  l'invariante  di  ottavo  gra- 
do della  medesima  forma  di  quinto  grado;  si  ottiene  la  : 

(16)  9u4/3  ==  (36,?  -t-  G)(h,p  -  29,(7) 

-  (2©./)  -  3A,?)(2e,p  -  3A,?)  H-  6ti5(p'  —  3C(y). 

Per  n  =  5  le  (15),  (16)  sono  relazioni  fra  i  covarianti  di  , 
9^  y  hi  j  k2j  Z  9  p  9  (j  rispettivamente  dei  gradi  6,  2,  9,  5, 
3,  6,  9,  e  gli  invarianti  7,  /3  del  quarto  e  dell'ottavo  grado. 
Le  conseguenze  dedotte  dai  Sig.  Gajley  ed  Hermite  dalle 
relazioni  (11)  (12)  per  la  teoria  algebrica  ed  aritmetica 
delle  forme  cubiche  e  biquadratiche  dinotano  l'importanza 
delle  relazioni  di  questa  specie.  Vediamo  anche  come  esse 
tornino  utili  nella  ricerca  dei  covarianti  associati  ad  un 
covariante  dato. 

§•  7.^  Se  nella  formola  (8)  supponiamo  (p  =  9i  si  ha  evi- 

1 

dentemente  ^1  = ~  ^t  ^  quindi  fatto  r=2  si  ottiene  : 

1 

e  per  le  (11),  (12)  : 

1  1 

<;,,  =1  -  - ttd  =ju[G,  5,  —  uC)  . 
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Cosi  : 


essia  : 


h  =  K  >  «I  ^  «*i  ?  W3)  (—  2  *»  ^  ^7 


Ànalogameutc  si  ha  : 

^4  =:  e».  ?  -^  i-  uK  -  «.  ^.)'- 

Quindi  per  le  forme  di  terzo  e  quarto  grado  i  covarianti 
associali  al  covariante  di  sono  fanzioni  intiere  e  razionali 
dei  covarianti  irreducibili  ti ,  di  ,  A|  ;  risaltato  già  otte- 
nuto dal  Sig.  Hermite. 
Continuando  abbiamo: 

t*%  =  (ti, ,  tt,  ...«5)  (— ,j*.  ,  5.) 
ossia  sviluppando  od  osservando  alle  (11),  (12),  (13)  si  ha  ; 

Ora  se  nella  formola  (10)  poniamo  tt  =  ^  ,  (p  =  9i    si  ha 
^1  =  —  qT*!»  1^  =  6»  ©  per  r  «s  1  si  ottiene  : 

u7C,=e6,(_LA,7,^e.y,) 

e-  per  le  (11) ,  (12)  essendo  : 

1 

yo  =  ««^?»    Vi=  3«*^p 

si  ha  : 

6uC,  =  6^,  (ip9,  -  3?A,) 

per  cui  indicando  con  Xj  il  covariante  della  forma  u  : 

ififiait  (i»  Scienze  Mat.  e  Fis.  J.  VII.  luglio  1856.  16 
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(n  —  2)(n  —  4)Vd«  dy       dy   da?  / 

di  quinto  grado  rispetto  ai  coefficienti,  e  di  gmdo  5ii-^18 
rispetto  alle  variabili;  si  ha  per  la  (5)  : 

uX,  =  2/99,  —  3|A, , 
per  la  eguale  : 

Quindi  per  la  forma  di  quinto  grado  i  covarianti  associati 
al  covariniite  O,  sono  funzioni  intiere  e  raKionall  dei  eot 
varianti  irreducibili  u^  6i^  k^^  Q^^  ^ y  \t  rispettivài^eBte 
dei  gradi  6^  6^  9,  2,  3,  7  rispetto  alle  variabili^  o  dei  gra-» 
di  1,  2y  3y  2,  3,  5  rispetto  ai  coefficienti. 

Pavia  10  Agosto  1856. 
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CALCUL   DES   EXPRESSIONS   GÉNÉRALE5, 

QUI   DONNCMT   LA   VALEUR   DES  DlYERS  ÉLÉMENTS 

DE   L*ELLIPSE    ET   DE    L*HYPERBOLE 

PAH  «EOn«ES  OOSTOB 

Docteur  és  sctenoes  malhématiques, 
Professeur  de  JBathématiqves  à  Paris. 


1.  Nous  dìvisons  ce  mémoire  en  deux  partìes.  Dans  la 
preraièrc  nous  exprimerons  la  coniqae  à  centre  par  les  co- 
ordonnées  des  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués.  Nous 
ètablissons  ainsi  une  nouvelle  équation  par  laquelle  on  peut 
representer  toute  conique  à  centre,  et  qui  nous  servirà  à 
demontrer  la  plupart  des  propriétòs  des  diamètres  conjugués. 

Dans  la  deuxième  partie  nous  prèsentons  1*  équation  de 
la  conique  «n  valeur  des  coordonnées  des  sommets,  et  nous 
Tappliquons  immédiatement  au  calcul  dQ  tous  les  éléments 
de  la  eourbe. 

FBUilÈBfi  PABVie. 

Nouvelle  forme  de  V équation  des  eoniques  à  centre  j 

et  application  à  le  demonstration  des  principales 

propriétés  métriques  des  diamètres  conjugués. 

2.  Coordonnées  du  centre.  Supposons  que  TéquatioD 

(1)  f{xy  y)  =  Ay'  -H-  Bary  ^  Cx^  -i-  Dy  -h  Ea:  -♦-  F=0 

représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole.  On  sait  que  les 
coordonnées,  py  q  du  centre  s'obtiennent  en  résolyant  le  sy- 
stème  des  deux  équations 

(2)  fy  =  2Ay-*-Ba:-4-D=0  ,    /^^  =  By  -+-  2Cx  -^-  E=  0 
qui  donnent 

^  '  ^  ~  B^~4ÀC  '.   ^  ~  B"  — 4AC 
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Si  l'on  rapporte  la  conique  (1)  à  ce  cenCre  Gomme  origine 
des  coordoanées,  son  equation  se  simplifie  et  devient 

(3)  Ay'  ^  Bxy  -^-  Co?'  -4-  H  =  0  , 
où  Ton  a 

(n\  H-F    1    AE'-^CD'-BDE 

(II)         W-F-  B»-4AC 

ou  bien 

(III)    (B*  —  4AC)ll  =  AE"  -»-  CD*  h-FB*  —  BDE— 4ACP, 

G*est  sous  la  fiorme  (3)  que  nous  emploierops  dans  la  suite, 
saiif  a  vis  contraire  ,  l'èqua tion  des  courbes  dii  second  de- 
grés  à  centre  unique. 

3.  Interpréfation  géométrique  de  Vfquation. 

(4)  a'Y  =fe  *' V  =  ±  a''*''. 

Lorsque  Tellipse  et  l'hjperbole  sont  rapportées  à  une  sy- 
stème  de  deux  diamètres  conjugués  2a',  ^b\  Téquation  (4) 
de  ces  courbes  est  l'expression  analytique  de  la  proprietà 
géométrique  suivante  :  Si  V  on  méne  un  rayon  OM  à  un 
point  quelconque  Xj  y  d^une  conique  a  centre,  et  que  Von  joi- 
gne  Vextrémité  M  aux  extrémités  XetBdes  deux  deminUa-' 
métres  conjugués  OA  =  a' ,  OB  =  ^ ,  le  carré  4^  triangk 
ABO  compris  entre  les  deux  rayons  conjugués  AO ,  OB  est 
egual  d  la  somme  ou  à  la  dtfference  des  carrés  des  deux 
triangles  BM 0,  AMO,  suivant  que  la  conique  est  une  ellipse, 
ou  une  fiyperbole. 

Gar,  si  9  désigne  Tangle  dUnclinaison  mutuelle  des  deux 
diamètres  conjugués  2a'y  2b'  on  oura 

AMO=  ^  a'ysin??,    BMO  = -- i'a?  sin  y,  ABO  =  ^  aVsin  f , 
À  ^  A 

ou,  en  yertu  de  Téquation  (4)  de^  coniques, 
pour  Tellipse 


(5)  BMO  -f-  AMO  =  ABO 
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et  pour  rhjperbole 


(6)  BMO  —  AMO  =  ABO. 

4.  Equation  de  VelUpse  et  de*r  hyperbole  en  fonction  des 
eoordonnées  des  points  extrémes  de  deux  diamétres  conjugués. 
Sapposons  que  la  conique  soit  rapportée  à  deux  axes 
quelconques  menés  par  le  centre  O,  et  inclinés  entre  eux 
d'un  angle  6.  Soient  x\  y'  les  eoordonnées  du  point  A  ; 
x'\  y'*  celles  da  point  B>  et  j?,  y  les  eoordonnées  da  point 
mobile  M.  Admettons  poar  l'hyperbole  qne,  des  deax  ra- , 
jons  eonjagoès  AO,  OB,  le  dernìer  soit  eelui  qui  ne  ren- 
contre  pas  la  eourbe  :  a:"l/* — 1 ,  y"[/'^ì  serontles  eoor- 
données reélles  du  point  B.  Nous  avons 

poar  Tellipse  ^ 

AMO  =  1  sin  é.(a:'y-  y'x)  ,  BMO  =  ^  sin  6.(x"yy"x), 


2 


ABO  =  ^  sin  0.((rV -A')> 


et  poar  l^yperbole 

1  1 

ABIO=  ^  sin  6.(àjV-  y'oc) ,  BMO  =  -sine.l/"— l(ar"y-y"i:) 

ABO  =  5-  sin  $.ir-t{x"y'  —  z'y"). 

Sobstitaant  ees  valeui^s  respeetives  dans  les  équations  (5) 
et  (6)  nous  obtenons 


(IV)         (x'y  -  y'xf  H-  {x"y  -  y"x)'  =  {a/y"  -  yV)' 

pour  Téquation  generale  des  eoniques  à  eentre  en  fonetions 
des  eoordonnées  réelles  et  imaginaires  de  deux  diamétres 
conjuguées  queleonques,  rapportées  à  deux  axes  arbitrai- 
res  menées  par  les  centre  de  ees  eourbes. 

5.   CondUions  d'identité  des  deux  eoniques  (3)  et  (lY). 


(  246) 
Développons  Tóquation  (lY)  :  elle  devient 

(7)     (x^  -^  x"')y^  -  2{x'y'  ^  x'f)xy  ^  (y-  ^  y>' 

Pour  que  cette  derniére  représente  la  mème  courbe  que 
(3),  il  faat  et  il  su£St  que  Ton  ait 

(8)    \ 

où  nous  représentons  par  X  une  certaine  constante  ,  que 
nous  allons  évaluer  en  fonction  des  coéfficients  de  l'équa- 
tion  (3). 

6.  Determination  de  la  constante  X. 

Pour  y  arriver,  il  nous  suffira  de  calculcr  tVxpression 
B^  —  4AG.  Or  les  trois  premiérs  égalités  (8)  nous  donnent 
immédiatement 

(B'  —  4AC)X'  as  4(a:'y'  -h-  x'YY  -  4{a?'"  ^  a:"')(y"  -*-  y"^) 

=  -  4(x'y''  -  y'x'r  ; 

comparant  ce  resultai  avec  la  derniére  des  relations  (8)> 
il  nous  yient 

^^^  ^  =^  B»  -4AC  • 

7.  Belationt  fondamentales  entre  les  coéfficients  de  Véqua- 
tion  (3)  et  les  coordonnées  des  extrémités  de  deux  diaméires 
conjugués. 

Introduisons  la  valeur  (Y)  de  X  dans  les  ègualités  (8)  ; 
nous  obtenons  les  relations 

/viv         fa  »a  4 Ali  ,,  f.^  41^0. 

(YI)      x"*  r^  y  1=-^ -r-    ,      y"  -4-  y  "  — • 


B^-4AC'    ^         "^  B'  — 4AC' 


ADII 

(VII)     2(x'y'  -H  xY)  =  ^Z^c   ' 
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—  Affa 

(Vili)       ,y^.  _  jwr-jp— jj.^ . 

8.  Propriétis  imtriqueg  det  Hamétr^s  conjuffués. 
Les  reiations  (VI)  et  (VII)  prouyent  que 

1.^  Xa  9Qfnfm  de$  carrés  d^9  projeetions  4e  deux  diamè- 
tres  queltìonques  sur  une  droite  arbitraire  est  constante. 

2.^  Si  Von  projette  deux  diamétres  conjujfués  quelconques 
sur  deux  dtoites^  la  somme  d$s  produitSj  que  Von  obtientj  en 
multipliant  entre  etlés  les  projeHifms  réhtHfds  M  ta^tm^  dio^r 
métrej  est  constante. 

L*égualité  (Vili)  exprime  que 

3.^  Les  triangles  compris  entre  deux  demi-diamétres  queU 
conques  ont  mime  surfaes, 

9.  Théoréme  d*Appolonius.  Ajoutons  les  ^gualités  (VI)  e 
(VII),  après  avoir  multìplié  cette  derniére  par  cos  6^  6  étant 
toujoars  l'angle  des  axes  de  coordonoiées;  nous  Urouvous 

(IX)    (x^  nK  /^  ^  2;py  cos  $)  ^  (x"^  ^  y"^  ^  ^Y  cos  Q) 

4(A  — Bcose-+-C) 
B'  —  4AC         ' 
pendant  que  l'égalité  (VIH)  donne 

(X)  «Ci»"  -  y»")  =  ^r(klL  f  )  • 

Ges  deux  résultats  démontrent  que 

1."  JLa  somm$  des  carrés  de  deux  diamétres  conjugués 
quelconques  est  eonstante^ 

3.^  Le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamétres 
conjuguéM  quéleonqms%  a  une  sufface  eonst^nt». 

10.^  Expressions  des  iirivée§  de  Véquation  de  U$  Monique f 
prises  par  rapport  aux  eoord^mnées  des  exirémUfs  de  deus 
diamétres  conjugués. 

/Yf \       2Ay'  H-  Bx'  By'  h-  ^Cx'  _  ^  t/'(4AC-^^) 


(XII) 
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2Ay"  -^Bx''  By"  -*-  2Ca:"       ^  l/"(4AC—  B') 


x'  y'  ~  H 

11.  Relation  entrt  hs  eoe  fetenti  angulaires  de  deux  d%a- 
métres  conjugués. 

L*égualité  formée  par  les  deux  premiérs  rapports  (XI) 
pouyant  s'écrire 

2XyY  ^  B(a:y'  -*-  y V)  -f-  2Cx'x'^  =  0 

OD  en  déduit  immédiatement 

(XIII)        2kmW  -H  B(m'  ^  m")  -h  2C  =  0^ 
si  Fon  a  soin  de  poser 

(9)  y'  =  mV,     y"  =  fiiV'. 

Telle  est  la  relation  cBercbée. 

12.  Angle  de  deux  diamètres  conjugués. 

En  désignant  par  i^y  g"  les  inclinaisons  sur  Taxe  des  deux 
rayons  conjugués  OA,  OB,  par  (p  l'angle  qu'  ils  compfen- 
nent,  nous  ayons 

et  comme 

,,         m^'sin  6  ,  m'sin  9 

il  vieni 

««.  (m"  — m')  sin  0 

(10)       tang  <f  =  4  ^  ^,  ^„  ^  (^r  _^  ^.y^^  Q  . 

Afin  d'ayoir  la  yaleur  de  tang  f  en  fonction  de  m!  seni,  ri 
nous  sufBra  de  remplacer,  dans  cette  dernière  expression, 
le  coéfficient  tu''  par  sa  valeur 

,,,,  u  2W^B 


(  249  ) 
tìrée  de  (XIII).  Nous  trouvons  ain»i  que 

2(Am''  -^  Bm'-^  C) 

(XIV)   tang  ?  —  (B_2Aco80)m'*-2( A~C)m'-(B-2Cc^). 

13.  Equation  plus  generale  des  eoniques  à  centre. 

Soieiìt  Pj  q  le  coordonnées  du  centre  de  la  conique  (IV), 
lorsque  ce  centre  est  rapportò  à  une  orìgine  quelconque. 
Rapportons  la  conrbe  a  la  .mème  origine  ;  il  nous  suffira 
de  remplacer  dans  son  équation  a?,  y  ;  x'y  y'  ;  x"y  y"  par 
X  —  />,  y  —  q  }  x'  —  p  etc.  L'équation  (IV)  deviendra 

\x~p        X*  —  pi         \x-p       x''—  pi 


/y— g     y  -g\ 

\a.'_«       a:"—  »/ 


__  vj; — ^p 

TeHe  est  la  forme  generale  que  Fon  peut  donner  à  l'èqua-* 
tion  de  Tellìpse  et  de  T  byperbole  ,  dont  le  centre  est  au 
point  p,  q^  et  dont  deux  diamètre»  conjugués  sont  terminés 
aux  points  x\  y'  ;  x^\  y". 

DEVMÈnE  PARTIE. 

Nouvelle  forme  de  Véqtiation  des  eoniques  à  centre  en  valeur 

des  coordonnées  des  sommets^  et  application  au  calcul 

des  principati  éléments  de  ces  courbes. 

14.  Équation  de  Vellipse  et  de  Vhyperbole,  en  fonction  des 
sommets. 

Lorques  le  deux  diamètres  conjugués  OA^  OB  sont  les 
axes  de  la  conique,  Téquation  (IV)  peut  se  metlre  sous 
une  autre  forme  caractéristique,  qu'il  est  importane  d'éta^ 
blir. 

En  effet  soient 
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y  =  m'x  y        y  tst  m"x 

les  èquations  des  deux  axes.  Ces  deux  droite»  étant  per- 
pendicnlaires  entro  elles^  nous  ayons  la  relation  de  condition 

l-H-mW-i- («•'-♦- m")cos  fi  =  0j 
ouy  puisque 

y'  =  m'x' ,        y''  =  m' V , 

(12)        yY  ^  «V  -H.  {xY  -H  y V')cos  fi  «  0  ; 
d'où  nons  tiron» 

_  y"  -  ^  -^  y'cos  fi  _  a:''  H^y"cos  e 

y    — y'-4-x'coafi       '  ^  ~  y" -*- a^Vosfi 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  rapports  respectifs 

x^y  —  y'x  x"y — y"a? 

nous  tronyòns  qu'iis  devìennent 

xx''-^^y^-^{x'y-^*x)co%9        j:a:''-»-yy"-»-(a:"y-Hy"a:)cos  0 
a:'^-H.y'=*-*-2x'y'co8  fi^  '  a;"*.^-y''*H-2j;"y"cos  fi       ' 

Gomme  i'èquation  (lY)  pent  s'écrìre 

/  x'y  —  y'*x  \'      /  a?y  — y^a;    V— f 
W'y'  —  y'V/  "^  Wy  —  y  V  /  ^ 

on  \oit  que  les  yalenrs  précédentes  la  changent  en 

{xx'  -4-  yarVos  fi  -*-  yy^  >*■  a  /cos  fi)* 
^^^^>  (x''  -^  y'"  -4-  2arycos  fi)^ 

{xx"  -*-  ya;''cos  fi  -4-  yy^^  -i-  ay'^cos  fi)'  _ 
"*  (a:"^  -H-  y*^  -»-  2a:'y'€0S  fi)'  ' 

avee  fa  condition  de 

x'a?"  -f-  y'y"  -*-  (xY  -^  y  V')cos  9  =  0. 

Telle  est  Téquation  des  coniques  à  centre  en  fenetion  des 
coordonnces  des  sommets  de  la  courbe. 
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Si  tes  axes  de  coordennées  sont  rectangulaires,  cette  èqua- 
tion  se  simplifie  et  se  reduit  à 

avec  la  condition  de 

15.  Direction  des  axes, 

Ces  droites  étaot  les  diamòtres  conjagùés  perpendicnlai-' 
res  entre  eux,  la  tangente  de  leur  angle  est  égale  à  Tinfini. 
Introduisons  cette  hypothése  dans  1'  éxpréssìon  (XIY)  de 
tangf)  au  n."*  12.  Notts  obtenons 

(XVIII)  (B— 2Acose)m*-2(A— C)m~  (B  —  2C  cos  S)  =  0 

pour  Téquation,  qui  nous  donaéra  les  coefficients  angulaires 
des  deux  axes  de  la  conique  à  centre.  Nous  en  tirons 

/^Tvx           A-C:?ri/^[(A— C)^^B— 2Acos5)(B— aCcosS)  1 
<^*^>  ^ B-2ACOS0 

B  —  2C  cos  e 

~  C-A=fc|/[(C— A)*-^B-^2Ccose)(B-2Acos9)]^ 

A-C:±:l/'[(A-C)"sin'e-f-(Acos9— B-*-CcosS)'3 
'  B  —  2A  cos  0 

Soient  oì'j  Q>"  les  angles  d'inclinaìson  des  deux  axes  de  la  co- 
nique  sur  Taxe  des  x.  Les  deux  égualités 

,  m'sin  6  ,,  m"  sin  0 

tang  oy  =  ; r-  ,        tang  d)  = -„ 

^  l-*-m'cose  ®  1-+- mucose 

nous  donnenty  en  ayant  égard  à  rèquatìon  (XYIII), 

»  ff         (**>'  "-*-  ^"  •"+*■  2m'm"  cos  9)sin  9 

tang  0)^  -^  tang  ^   =  m  ^  rj  ^    ..^^  A  ^  n.W^.n.'fl  ' 

1  -f-  (m  ^^  m  fcos  y  -*-  fin»  cos  o/ 

ou 
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2        (A-H-Ocos'S— BÌcose-4-(A— C)sin"9 

tang  tó'  -^  (ang  w"  =  -r— 7  X  ^ =r ^7; i — ^ 

^  ^  sin  fl  B  —  2C  cosO 

et 

tang  ù/  X  tang  a>"  =  —  1. 

On  Yoit  donc  que 

(XXII)  (B  -  2Ccos  0)sm  B(img^<ù  —  1) 

—  2[(A-*-C)cos*e-Bcos5-i-(A— Cjsm'S]  tang  a>  =  0 

est  1*  équation  aux  tangentes  des  angles  d' inclinaìson  des 
axes  de  la  conique  sur  Vaxe  de»  abscisses.  Gette  équation 
donne 

(AH-C)co8'e— BcoseH-(A— C)sin'e 
/vvi.iv    *  ±t^[(A-C)^sin'g-^(Acose-^B-H-Ccos9)^] 

(XXIII)  tangc.  = (B  -  2C  cos  e)sin  9 

Nous  pouYons  aussi  nous  proposer  de  déterminèr  tang26i). 
Car  l'équation  (XXII)  donne  de  suite 

(XXIV\  -(B  — 2Ccose)sing  _     2tang  f^ 

^  '     (A-H.C)cos^e-Bcose-h(A-C)sin^9       1  —  tang^w 

=  tang  2a). 

TeUe  sont  les  élémens  qui  concernent  la  direction  des  axes 
de  la  conique. 

Si  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires,  les  quanti- 
tés  cos  d,  sin  0  sont  éguales  Fune  a  zero  et  Tantre  à  l'unite  ; 
cette  hypotbèse  reduit  les  relations  qui  précédent  aux  va- 
leurs  suivantes  : 

(XXV)  Bm"  —  2(A— C)m  —  B  =  0, 

A  —  C  q=|^[B'  -^  (A  ~  C)*] 


(XXVI)      m  =  tangci)  = 


B 
B 


2-1   • 


A  -^  C  =Fl/"[B*  -e-  (A  —  C)'3 


(XXVII)  tang  2«  =  —  j^  • 
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16.  Equation  des  €uces. 

Ces  équations  soni  foumies  per  1'  égaalité    (XYIII)  qui 
donne 

(XXVIII)  (B  —  2A  cos  %*  ^  (C  —  A)jry 

=  (B  —  2C  cos  &)x^  -4-  (A  —  C)a?y, 

et  qui  se  decompose  dans  les  deux  équations  linéaires 

(XXIX)  (B  -  2A  cos  e)y  -  (A  -  C)x 

dz  a:|/^[(A  —  C)^  -4-  (B  —  2A  cosG){B  —  2C  cosS)]  =0, 

QU 

(XXX)  (B  —  2C  cos  0)x  —  (C  —  A)y 

^  yk^[(C  —  A)"  -*-  (B  —  2Ccos5)(B-—  24  cos0)]  =  0. 

Telles  soni  les  équations  aux  axes  des  sections  coniques.  Ges 
équations  peuvent  encore  s'obtenir  par  la  combinaison  des 
éq^ations  (XI)  du  n."*  10  avec  1'  égualité  (12).  En  effet  la 
première  donne 

2  Ay  ^  Bx' ^ 

By'-^2C«'~       y" 

et  de  le  dernière  on  tire 

jp"      y'  -4-  x'  cos  9 
y"      x'  -4-  y'  cos  0 

de  sorte  que,  sì  l'on  supprìme  les  accents,  on  aura  encore 

2Ay-+-Ba:       2Ca;-4-By 


(XXXI) 


■  '  '  ...      -       -  ^^^^  T     ■ 

y-H-a?  cos  9       x-i-y  cos  0 


pour  une  nouvelle  forme  de  l'équation  aux  axes  de  la  co* 
nique. 

17.  Métkode  directe  pour  écrire  immédiaUment  Véquation 
aux  axes  de  Vèllipse  ti  de  VhypérboUy   dans  le  c<m  le  plus  yé* 
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Soient  x\  y*  les  coordonnées  d'  un  sommet  de  la  coni- 
que.  L*axe,  qni  passe  par  ce  point  est  représenté  par  une 
équation  dont  le  coéfBcient  d'inclinaison  est 


X  — p 


la  tangente,  qui  passe  par  le  mème  point,  a  un  coéflScient 
angulaire  égal  à 

Il      r«' 

—  ry 

mais  ces  deux  droites  sont  perpendiculaires  entre  elles;  par 
conséquent  leurs  coéflScients  anguUires  devront  satisfaire  à 
la  relation  de  pondition  connne 

1  ^  ,»W'  H-  (i»'  ^  m")  cos  e  =  0 
ce  qui  donne  Téquation 

»-7^'<r*(7^-r)"'«=«' 

X     p  f  yf  \X     p  I   y»/ 

ou 

(r,'  -  cos9  fyW  -  y)  =  ifr'  -  CO80  M{x'-p), 

qu'on  peut  encore  ecrire 

r«'  fy' 


x'  —  p  -^-iy  —  i)  ^^  G      y' — 9  '^  (^'  —  p)  cos  9  ' 

Or  je  dis  que  l'équation 

(XXXII)     (fs  —  cos  9  fy)(y  —  q)  =  {fy  —  cos  9  fx)[x—p), 

que  ToD  obtient,  en  rempla^ant  dans  l'une  des  ces  trois  d^r- 
niers  rélations  les  coordonnées  x\  y'  du  sommet  par  les  va- 
riables  courantes  x^  y,  est  pròcisémeni  le  équation  auK  axes 
de  la  conique  (1). 

En  effet,  la  ligne  réprésentée  par  l'équation  (XXXII)  passe 
par  chaeun  des  points  x',  y*  et  p,  q-,  puisque  cette  équation 
est  satisfaite  par  les  coordonnées  de  ces  points;  de  plus,    si 
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Toti  remplace,  dans  eette  équation,  fy  ,  fx  par  lears  valears 
respéctives 

2Ay-+-B«-»-D=2Ay-t-Bjp— 2  Aj— B/i=2A{y  ^y)-H-B(a? — p) , 

By-4-2Car-»-E=By-H-2Gr— Bjr— 2C/>=B(y— jf)-H-2C  («— p), 
ee  qui  la  trasformé  ea 

(XXXni)      (B-2AC06  9)  (y-y)'  _(A-C){y-y)  (x  -;>) 

=(B-2Ceose)  (a;-p)'-{A-C)  [x-p)  {y^q) 

et  qae  l'oa  résolve  eette  demiere,  on  trouve  qu*elle  se  de- 
compose dana  les  deax  éqaations  da  premier  degró 

(B  —  2A  cos  9}  (y  —  jf)  _  (A  —  C)  {x  —  p) 
dt:{x^p)iri{k  -  C)*  -f-  (B  —  2A  cos  6)  (B-2C  cos  6)3=0 
oo 

(B  —  2C  cos  9)  (x  —p)  ~  (C  —  A)  (y  ~  q) 
^y  ~  9VUG  — A)^  -*-  (B  —  2C  cos  0)  (B  -2A  cos  5)3=0 

Donc  l'équation  (XXXII),  qui  est  dn  second  degré,  représen^ 

te  deux  droites  passant  par  le  centro  et  par  les  sommets; 

donc  elle  est  l'équation  aux  axes  de  la  coniqne  à  centro. 
De  ee  qni  précède  nona  dédaisons  cette  règie  bien  simple: 
Pour  avoir  Véquation  aux  (txes  d'une  conique  d  centrey  il 

suffit  de  remplaeery  dans  Véquation  de  condition 

1  -h-  m  V -4-  (m' ^  m")co«  S  =  0 

delarectangularité  Atims  droite»  y,:^  m'x ,  y  =  m"x,  Us 
coéffieientt  m'  et  m"  retpeetivetnent  par  les  rapports 

y  — ?    _(*_ 

ou  p  et  q  ièsigne  les  coardonnées  du  cenire. 
18.  Grandeurs  des  axes. 
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L'équation  aux  axes  (XXXI)  donne,  en  vertu  de  (3)  et  de 

a?*  -^  y*  -H  2xy  cos  0  =  R* 

cu  R  designa  un  demi-àxe  et  Xy  y  les  coordonnées  da  sommet 
^correspondanty 

(2  Ay  H-»  Bx)  y  _  (2Ca?  -+-  By)a; 
y*  -*-  xy  cos  $       a?^-*-  xy  cos  0 

_  2(Ay'  -4-  Ba?y  -4-  Ca;') ^  2H 

05*  -*-  y*  -*-  2a?y  cos  0  IF  ' 

Egalant  ce  rapport  à  chacan  des  rapporls  (XXXI),  on  trouye 
(2Ay  -»-  Bar)R*-*-  2H(y  -^  x  cos  6)  =  0 

(2Cx  -^  By)R*  ^  2H(a:  -+-  y  cos  6)  s=  0. 
ou 

(     2( AR"  -*-  H)y  -*-  (BR'  -h  2H  cos  e)x  =  0 
(XXXIV) } 

i     2(CR'  -4-  H)a:  ^  (BR*  -•-  2H  cos  0)y  =  0 

Ges  deux  dernières  *  égalìtés  doivent  ayoir  lieu  simultané- 
ment;  pour  que  cette  condition  soit  remplie,  il  faut  et  il  snf- 
fit  que  le  dénominatear  commun  des  vaieurs  de  a?  et  y  soit 
nul.  On  arrive  ainsi  à  Téquation 

(XXXV)        (BR'-4-2Hcose)*  —  4(AR*^H)(CR'-4-H)=0 

pour  celie  des  demi-axes. 
On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

pLXXVI)        (B*— 4AC)R4  --  4(A  —  Bcos  9  ^  C)HR' 

-  4H'  sin'  9  =  0. 
On  en  tire 

rXXXVII^  ^^  ^-^"^°^Qs^-^<^— »^[(^'  -4AC)sin'e-i-(A~Bcosg-4>C)'] 
^  ^2H™  B^  —  4AC  " 

(XXXVIin  ^"— -^~°<^^^^-^C^t^[(°'^-*AC)sin'e-+-(A-Bc08^HC)1 
^  R'  B*  —  4AC 
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Lcs  deax  éqnatìons  (XXYIII)  et  (XXXYI)  fournìssent  Tane 

deux  yalenr  pur  ^  et  1  aotre  deux  yaleurs  pour  R^:  or  il 
«st  ÌQdispensa1)le  de  savoir  quelle  yaleur  de    —  convieni  à 

X 

Tane  ou  à  Taatre  des  yaleurs  de  R*. 

Pour  savoir  quelles  sont  les  yaleurs  qui    se  correspon- 
denty  retournons  aux  équations  (XXXIY),  qui  donnent 

y  _       BR'  -^  2H  cos  9  _  _      2(CR'  ^  H) 
X  ~  2(AR*-*-  H)      ~       BR"  -+-  2H  cos  6  * 

Multipliant  les  deux  termes  de  la  première  fraction  par 
cos  9  ,  et  rétrachant  du  produit  ceux  de  la  seconde  ,  on 
obtient 

2H 

—  2C-.-Bcos$—  -r^sio'e 
V                                           R 
<XXXIX)  ^  « — ^ . 

^  '  X        .  B  —  2A  cos  e 

2H 

RemplaQons  maintenant  —  -^^  sin'9  par  les  deux  yaleurs 

R 

(XXXVIII)  et  notts  trouvons 

y  _  A  -  €=;:  t/'[(A-C)'  -^  (B^2A  cos  e)(B--2C  cosS)] 
x~  B  —  2A  cos  e 

Nous  yojons  donc  que  les  signes  du  radicai  dans  la  yaleur 
(XXXYII)  ou  (XXXYIII)  de  R*  correspondent  aux  signes 

de  mème  place  dans  la  yaleur  de  -  tirée  de  (XXYIII). 

X 

Dans  le  cas  où  les  axes  des  coordonnées  sont  réctangu- 
laires,  les  formules,  que  uous  yenons  de  trouyer  prennent 
une  plus  grande  simplicité;  elle  deviennent 

(XL)        (B'  ^  4AC)R4  —  4(A  -»-  C)HR"  ^  4H^  =  0 
(XLI)        R'  =  5n:4XG  X  [A^Cdr^CB*  -^  (A-C)*] J  . 
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19.  Rapport  des  axes. 

'  Il  ne  sera  pas  inutile  de  calculer  Texpression  du  rapport 

R'  R'* 

-7-.  Pour  robtenir,  prenons  pour  jr—  la  valeur 
R  ^ti 

A  ~  R  cos  e  -i-C-^t/-[(B^-4AC)sin'e  m>  (A— Bcosg  h-  C)'] 

B*  —  4AC 

||r/2 

et  pour  — -  la  valeur 

—  sin*e 

A  —  Bcos  9-t-  C  -+-  l/^[(B'-4AC)sin*0  -*-  (A— Bcose-+-C)*] 

Si  noos  divisons  ces  deox  quantités    membre  è  nembre , 
nous  trouverons  immédiatement 

R'     A-Bco8g-«-C-t-i/^C(B'— 4AC)sin'eH-(A— BcosflM])'! 
^"'  R"~  «ine  K(4AC  -  B')  ' 

Nous  aorions  de  nénoe 

5!     A— Pcos»-hC-K  [(B'— 4AC)8Ìn'e-H^A— BcosgH-C)'] 

Lorsque  les  coordpnnéps  soot  rec(angulaire<,  ces   rapports 
deTÌennent 

/Tim     *'         A -H- C -^  |/^[3' -K- (A  -  cn 

^        A  -t-  C  — |/^[B'  -.-  (A— C)'] 
R'    *"  l/^(4AC  — B') 

20.  Coordonnées  des  sommets. 

Gberchons  d'abord  l'équation  aax  carrés  des  abscisses. 
Nous  arons  déjà  trpuTé  aa  n.°  .7  que 

4AH 


Jt"^X 


»*  — 4AC  * 
il  nous  suffira  dooc  de  calculep  le  produit  x'^x"*. 
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Pour  avoir  ce  produit,  nous  ferons  obscrvcr  que  les  cqn«- 
tions  (XXIX)  nous  donnent  la  diffèrence 

l/y'  _  f\       [^[(A-C)*  -^  (B— 2AcosS)(B  —  2Ccose)l 
2\a:'       x")  ""  B-2Acos9 

Or  noBs  avons  aussi,  en  rerto  de  (Vili)  du  n.**  7. 

4  V      x~'ì  ~       4x'V"         ""  B'— 4AC  ^  x"x"'  ' 

Sobstitaant  cette  valear  dans  l'équation  précédente,  aprés 
avoir  élevé  celle-ci  au  carré,  nous  obtenons  réquation 

H^_    _1 ^A-C)'-t-(B-2Acosg)(B-2Ccose)  ^ 

B'— 4ÀC^a:'V'*~  (B-2AC089)* 

d'où  nous  tirons 

V»V»-  H*        -  (B-2Acos9)* 

X    X      =  — 


B'— 4AC     (A— C)*-.-(B— 2Acos9)(B-2Cose)  ' 
Ainsi  Véquation  aux  earrés  des  abscitses  est 
PLLV)  (B»  —  4AC)ar4  —  4AHx* 

(B  —  2A  cos  9)'^ 

(A-C)*  -^  (B— 2A  cos  5)(B  —  2C  cos  $)  ~ 

Celle  aux  earrés  des  ordonnées  est  par  conséqnent 

(XLVI)  (B»  -4AC)y4  —  4CHy' 

(B  —  2C  cos  0)11"  __  . 

(A— C)»  -H.  (B— 2C  cos9)(B— 2A  cos^)  ~     * 

Ges  équations  donnent 

2A(A— Bcos9-*-C)-«-B"  ~AXC:tiìk\/  [(B'— 4AC)sm"e-t-(A— Bcose-n-C)'] 
^  :±n/'r(B'  -  4AC)  sin'S  -4-  (A  —  B  cos0-hC)'] 


{XLVIII)  y'  = 
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H 


B»— 4AC 

2C(A--Bco89-«-C)-H-B'->4AC=t=2Ct/'[(B'-4AC)sin'e-4-(A— Bcosg-t-C)'] 
=fcl/"[(B*  —  4AC)sin'5  -4-(A  —  B  eoa  e  -^-  C)*] 

pour  les  coordonnées  des  sommets  de  la  section  coaiqne  i 
cenlre. 

Lorsqae  les  axes  des  coordonnées  sont  rectangalaires  les 
équations  quo  nous  venons  d'obtenir  se  simplifient  et  de- 
TÌennent 

(B'-4AC)a,4-4AHar'-  g-r^JIcF  ""  ^ 

(XLix)!'; 

(B»_4AC)y«-4CHy*~  rl^Cp  ="  ^ 

H 


X 


B*— 4AC 

2A(A-i-C)-.-B«— 4AC±2Ai/'[B'— 4AC-+-(A-4-C)'] 


=i=\^\.B'—  4AC  -H-  (A-^^)'l 


X 


B*—  4AC 
±1/  [B*--.4AC  -^  (A-^^)"3 


Dans  toutes  les  yalcors,  qui  concernent  les  coordonnées  des 
sommets,  les  sìgnes  des  radicaux  corréspondent  aux  signes 
de  ménte  place  dans  les  valeurs  de  m  e  de  R^. 

21.  Carré  de  Vexcéntricité, 

Les  coniques  à  centro  ojit  deux  svstème  de  foyers:  deux 
foyers  réels  ot  situés  sur  le  grand  axe,  ou  sor  l'axe  trans» 
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terse  de  la  courbe,  suivant  que  ce  ite  dernière  est  une  el- 
lipse  ou  une  hyperbole;  deux  autres  fojers,  toujours  ima- 
ginaires,  corréspondant  à  Tautre  axe  de  la  tigne  du  second* 
ordre.  A  ces  deux  sjstémes  de  foyers  répondent  denx  ex- 
centricités,  dont  la  seconde  est  toujours  imaginaire ,  ainsi 
que  denx  systèmes  de  directrices,  dont  les  deux  demières 
sont  constamment  imaginaires.  Les  deux  excentricitès  soni 
données  par  la  formule 

En  y  rempla^ant  R'^  et  R""*  par  leurs  valeurs  (XXXVIII), 
on  obtìent 

4H 

(LI)    c'=^  ■  ,      ■ .  ^  xt/[B'-4AC)sin"6-*>(A~Rcose-4>C)]' 

B  —^4  Ali 

pour  les  carrés  des  deux  excentricitès. 

Lorsque  les  axes  des  coordonnées  sont   rectangulaires  ; 
ces  yaleurs  deviénnent 

(LII)         e'===hg;-^j^Xl/^[B»-4AC-*-{A-^-C)r 

22.  Coordonnées  des  foyers. 

Désignons  en  general  ces  coordonnées  par  Uy  et  /3.  Nous 
ayons  les  proportions 

a;        y       R 

d*où  nous  tirons 

ex      ^ cy 

Or  la  relation  (XXXIX),  qui  précède  ,  pouvant  se  mettre 
sous  la  forme 

nous  donne 


(  262  ) 

t'^'     __       2H       /  2H. 

U*    ~B'  — 4AC\  R'/- 

2H 

Rempla^ant  ^^  par  sa  valeur  (XaXYIU),  noas  trouTOD» 

R 

2B 

(LUI)  «'= 


X 


X 


B'  —  4AC 

A-C-t-(B-2Aco8g)co8g±i/'C(A--C)*-HB-2Acosg)(B~-2Cco65)3 

sia' 9 

et  de  mème  par  analogie, 

C-A-.-(B-2Ccos9)coBfet=t^[C-A)'-HB-2Cco89)(B-2Aco«e)] 

sin'  fl 

pour  les  coordonnées  des  quatre  foyers  de  la   sectìon  co- 
nique. 

Représentons  par  db  a' ,  db  a"  les  abscìsses  des  quatre 
foyers  ,  par  ±  /3'  ,  d=  /3"  les  ordonnées  corréspoodantes. 
Les  valeors  précédentes  dous  donnent 

^»^V»-_         4H  A~C-^(B~2Acosg)cosg. 

~  B*  —  4AC  ^  sin'  e  ' 

4H  —  (B  —  2A  CCS  0)' H 

R»  _  AC  ^     (B'  —  4AC)  sin'  0 

Noas  en  déduisons  ,  par  conséquent 

(LV)      (B'— 4AC)8Ìn'0.a«--4CA— C-KB-  2Acos9)cos9]Ha» 

4(B  —  2A  cos  e)'H'  _ 
B'-4AC         ~ 

ponr  Téqoation  aax  abscisses  des  foyers. 
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L'équation  aux  ordonnées  des  quatrc  foycrs  est  de  mème 

(LVI)    (B*— 4AC)8Ìn»0./34— 4[C- A-+-{B-2Cco85)cosfi3  ff^' 

4(B  —  2C  C08  ey  H'     rt 

,«.    -Ili  I  •        r  =  U, 

B'— 4AC 

Si  les  axes  des  coordonnées  sont  rectangulaires  ,  les  qoa- 
(re  éqaatioins  prècédentes  se  chaogent  en 

2H 


(LVII) 


«'=F=:4Ac[^-*^=^^^f»'--<^-')^0' 


(LVIII) 


4B*H* 
(B'  -  4AC)a4  -  4(A-C)Ha*  -  g,  _  ^^  =-0, 

(B'  - 4AC)/34 - 4(C-A)H^'  - gj^!^« 

23.  Equations  des  directrices. 

La  directrice  perpéndiculaire  à  l'axe  «V  —  v'^  =  0,  et 
qui  eorréspond  au  sommet  o^i  y'  est  nécessairemeot  répré- 
sentée  par  une  équatioii  de  la  forme 

(13)  x"y  —  y'x  -f-  *  =  0 

où  le  terme  iDdépendant  ft  est  à  trouyer. 

Pour  détérminer  k,  noas  remarqaerons  que  la  distance 

^**)  j/(x''^  -f-  y"^  -^  2a;"y''cos  6)  "^     R'' 

da  centre  a  la  droite  (13)  est  egale  à 


(15) 


R 


12 


e' 


Egalaot  les  deux  qaaatités  (14)  et  (15)  noas  trouvons 
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(LIX)  x"y  -y"x^-r^-.  =  0 

^  '^  c  Sin  0 

pour  Téquation  de  natre  directrice. 

L'équatioQ  de  la  directrice  parallèle  sera  de  mème 

(LX)  A-  y"*  -  sì^  =  9  > 

; 

de  sorte  que 

(LXI)  (.'V -/.)'- ^^^  =  0; 

est  l'équation  aux  directrices  perpcndìculaires  à  Tsxe 

Oh  yerrait  de  mème  que 

(LXII)  (x'y  -  y'.r  -  5^^  =  0 

• 

est  l'équation  aux  directrices  perpendiculaircs  à  Taxe 

a?'y  —  y^x  =  0- 

24.  Diaméirts  conjugués  de  Vellipse. 

Désignous  par  n  le  coéfficient  angulaire  et  par  a  la  gran- 
deur  de  Tun  de  ces  demi-diamètres.  Puisque  2a^=R"-^R"^ 
l'équation  (XXXVI)  du  n.^  18  nous  donne  immédiatement 

Pour  ayoir  n»  soient  or,  y  les  coordonnées  de  V  extrémité 
de  a;  nous  avons  d'abord  y  =  nx^  puis 

y*  -♦-  X*  -♦-  2j?y  cos  S  =  a'  ; 
nous  en  tirons 

a  a    a 

*^  1  H-  n*  -H-  2fn  cos  6  '     *  ~  1  -*-  n*  -f-  2»  cos  0  * 
Si  nous  mettons  ces  \aleurs  dans  l'équation  (3)  de  l'ellipse 
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nons  obliendront  ]a  relation 

An'  -»-  Bn  -♦-  C  JL  — n 

à  l'aide  de  iaquelle  il  noas  sera  facile  de  determtner  n. 
En  effet  cette  équation  ooas  donne 

(17)     (Aa*  -+-  H)«"  -♦-  (Ba*  -4-  2H  cos  &)n  -.-  Ca*  -*-  H  =  0. 

et,  en  rempla^ant  a*  par  sa  raleur  (LXIII), 

(LXIV)  t2A(A  —  C)  -.-  B(B  —  2A  cos  5)]n» 

-♦-  [A(B  —  2C  cos  9)  H-  C(B  —  2A  cos  e)]n 
-+-  [2C(C  —  A)  -H  B(B  —  2C  cos  6)]  =  0. 

Cette  équation  donne  les  deax  directions,  oa  les  èqaations 
des  deax  diamètres  conjugés  éganx  de  Tellipse.  On  en  dé- 
duit  facilement 

— A(B-2C  cos  0)-C(B-2Aco8e)±:j/^[4AC— B'3 
_      X  t/"[B'  —  4AC)8Ìn'e  -*-  (A-BCO8&  H-  C)'] 
\L\\)    n  2A(A  —  C)  -4-  B(B  -  2A  cos  fi)  ' 

2C(C  -  A)  H-  B(B  -  2C  cos  fi) 

-  A(B  —  2C  cos  fi)  —  C(B  -2A  cos  5) 
:pKC4AC-B']i^[(B'— 4AC)sin'fi-H(A-Bcosfi-t-C)'3 

25.  Angh  des  diamètres  eonjugttés  égatue  de  VelUpse. 

Réprésentons  cet  angle  par  U.  Le  parallélogramme  con- 
stroitsnr  les  diamètres  etant  égal  aa  rectangle  des  axes; 
noas  arons,  en  verta  de  (XXYYI), 

«»«n  n  -  B'it"  -      2H  sin  fi 

Rempla^ant  a*  par  sa  yaleur  (LXIII),  il  nous  vieni 

(LXVII)  sin  U  =  t  ^  ^^(^^^  -  °'> 

^  '  A  -  B  cos  fi  -.-  C 

pour  le  sinus  de  l'angle  cherché. 


(LXVI)  n  = 
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Le  cosinus  du  méme  angle  est 

(LXVIII)      costI=:^'^("'  -^^")"°'  MA-B  co,  9  -^') 
^  '  A  —  B  eos  e  -f-  C 

d'où  on  dédait  pour  li  tangente 

/fYiT\    .      tT_  sin  Ù\r{iAC  —  B') 

(LXIX)    tangU  -  ^^^^,  _  ^^^j  ^.^.^  _^  ^^_g  ^^^  ^  _^j,^  . 

26.  Equations  dea  asymptotes  de  VkyperhoU  (1). 

Sapposons  d'abord  que  T  un  au  moins  des  carrés  des 
denx  yariables  se  trouve  dans  Téquation  de  rhyperbolei  et 
que  ce  soit  ie  carré  de  y  ;  dans  ce  cas  A  n'  est  pas  noi. 
L'équation  de  la  courbe  peut  alors  se  mettre  sous  la  forme 

(18)         (2Ay  ^  Ba: -f- D)' —  (B*  -  4AC)ar" 

—  2(BD  —  2AE)iK  —  (D*  —  UF)  =  0 . 
Posons 

f  (a:)  =  (B»  -  KkG)o^  ^  2(BD  —  2 AE)x  ^  (D'  —  4AF). 

L^éqnatioB  (1)  étant  celle  d*une  hyperbole,  B^  —  4AG  est 
diftérent  de  zero^  et  positif;  (f[x)  peut  donc  s' exprimer  en 
fonction  de  f\x)j  c*est-à-dire  que 

/  V       r     ^.«a       E .  ^v       BD  —  2AE  1* 

(BD  —  2AE)'  —  (B»  —  4AC)(D*  —  UF)       . 

B*  -  4AC 


OQ 


,W  =[.v-(B--4ACK  p-^r::^]'-  *ah = o  ; 


de  sorte  que  l'éqaation  de  la  courbe  sera 


BD  —  2AE 


(LXX)       (2Ay^B.=-^D-^*|^(B»-4ACK  ^^^^) 

x(2Av-.B.-.D-.i^(B«-4AC)  -^5_^^) 

=  —  4AH. 
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Les  deux  éqaations  dcs  asymptotes  sont  donc 

BD  —  2À¥! 

2Ay-^rB-^-l/-(B»-4AC)]x-^P-.-j^,^g3-|^=0, 

(LXXI) 

1  "RFI  —  9AF 

27.  Puissance  de  Vhyperbole. 

La  pnìssance  8e  l'hyperbole  est  égale  à 

R"  —  R"' 


mettant  à  la  place  de  R'%  et  R"*  leurs  valean  (XXXVII), 
on  trouTe  qae  cette  puiasance  est  exprimée  par  la  quan- 
tità 

,,_^„,  Hl/-[(A  -  C)'  -^  (B  -  2A  cos  e)(B  ~  2C  cos  g)] 
(LXXII)     B»  -  4AC • 

28.  Formation  de  Véquation  aux  asymptotes  de  Vhyperbole, 
MuUipIions  entre  elles,  membre  à  membre  les  deux  équa- 

tions  (LXXI)  des  asymptotes  de  Thyperbole  (1);  nous  obte- 

nons 

Ay" -♦- Bory -*.  Cx* -- Dy -4- Ex y  _  ^^^ =0. 

Le  terme  tout  conno,  d'après  (II),  est  égaal  a  F  —  H.  Il 
Tient  donc 

(LXXIII)    Ay'  ^  Bjry  -f-  Co?*  -^  Dy  -f-  Ei»  -f-  F—  H  =  0 

ponr  l'équation  aux  asymptotes  de  l'hyperbole  (1).  Nous 
Toyons  ainsi  qu'  on  obtient  Véquation  aux  asymptotes  de  V 
hyperbokj  en  retranchant,  du  premier  membre  de  Véquation 
de  la  courbe,  le  terme  tout  connu  qui  fournit  la  translation 
de  Vorigne  des  coordonnées  au  centre  de  Vhyperbole. 
Nous  ayons  aussi 
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Téquatioiì  aux  asymptotes  de  rhyperbole  est  donc  aussi 

(LXXIV)     kf  ^  hxy  ^Cx^^h{y- 1  )-^  e(^  -  |.)  =  0. 

Od  Yoit  donc  que  :  Pour  amir  Véquation  aux    asymptotes 
de  Vhyperbole ,  il  suffit  de  diminuer  les  premièrs  puissances 
des  variables  des  demi-eoordonnées  du  centre  et  de  supprimer 
.  le  terme  tout  eonnu, 

29.  Angle  des  asymptotes  de  Vhyperbole. 

Pour  avoir  cet  angle,  nous  anrons  recours  à  la  formule 
(10),  qui  donne  la  tangente  de  Tangle  des  deux  droites 
y  =  m'x  j  y  ts=  m"x.  Les  équations  (LXXI)  des  asymptotes 
nous  donneai 

_  -B~t/^(B'  -4AC)    .     .      -B^|/-(B'-4AC) 
« 2A '    "*^ 2A 

d'où  nous  tirods 

u       I     -K(B'-4AB)         „   ,      C        ,       ,  B 

m — m='         ^ — i '  y     m  m  =  -;-,    m  -i-m'=  —  — . 

A  A  A 

Substituant  ces  valeurs  dans  (10),  nous  trouvons  que 

^  '  ®  A  — Bcos0-*-C 

et  par  suite, 

(LXXVI)       sinW=  -  ''•"  ^^^""^  -  *^^) 


(LXXVII)  cosW  = 


p/[(A-C)'-4-(B— 2Acosfi)(B-2Ccosfi)]  ' 

A  —  B  cosg  H-  C 

lA[(A— C)'-H-(B  -2Acos5)(B  -2Ccose)l* 
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i>        <  '      ■  111 

CALCUL    DES   EXPAESSIONS   GÉNÉRALES 
QUI   DONNENT    LA    YALEUR   DES   DIVERS  ÉLÉMENTS 

DE    LA   PARABOLE 

PAR  GEOR«ES  DOSTOR 

Docteur  és  sciences  mathémaliques, 
Professeur  de  maUiématiques  à  Paris. 


1.  Les  éiéments  de  la  parabole  sont  le  sommet  et  le 
foyer  qui  détérminent  Vaxe  et  servent  à  trouver  le  pararne- 
tre  et  la  directrice.  Nous  allons  les  calcnler  succéssivément, 
et  j  afin  de  sìmplifier  les  opérations,  dous  mettrons  l'èqua* 
tion  generale  de  la  parabole  sous  la  forme 

(l)        f{^,y)  =(yy  k^xl/-Cr  -^By  ^Ex^  ¥  =  0. 

Nous  supposeroQS  que  le  coéfBcieat  du  rectangle  xy  soit 
positif  :  sì  le  contralre  avait  lieu,  il  suffirait  de  chaager  le 
signe  de  ^G  dans  tout  ce  qui  suit. 

Nous  admettronsy  pour  plus  de  généralité,  que  les  axes 
des  coordonnées  soient  obliques  et  inclinés  entre  eux  d'un 
angle  6.  Nous  terminérons  ce  mémoire  par  la  recherche 
des  relations  de  condition,  aux  quelles  deyront  satisfaire 
les  coéfficients  de  l'équation  d'une  parabole,  pour  que  l'o- 
rigine et  les  axes  de  coordonnées  aient  des  positions  données. 

2.  La  forme  de'  l'équation  (1)  met  de  suite  en  relief 
quelques  caractères  importants  de  la  parable. 

Dans  l'équation  (1)  se  trouvent  les  preraiers  membres 
des  deux  équations  linéaires 

(2)  yl/ A  H-  x^/'C  =  0  , 

(3)  Dy  -f-  Ex  -^-  F  =  0. 
Toutcs  Ics  droitcs 

(t)  yl/^A  -♦-  orj/^C  -*-  *  =  0  , 
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paralléles  à  (2)  ne  conpent  chacunc  la  parabole  qa*en  scul 
point  détérminée  par  le  systéme  des  deux  équations  (4)  et 

Dy-f-Ea:-4-F-»-ifc'  =  0. 

La  droite  (3)  aussi  ne  rencontre  la  courbe  qu'en<  point  uni- 
que  donne  par  les  équations  (2)  et  (3);  mais  les  lignes 

(5)  Dy-f-E:r-*-F^Z  =  0 

paralléles  a  celle  droite  (3)  coupent  la  parabole  chacune  en 
deux  pointSi  doni  les  coordonnées  soni  fournies  par  les  sy- 
stéme des  équations  (5)  et 

yj/'A  -4-  ap|/C  «=»  rt  \/' — i. 

Par  conséquenl  la  droite  (2)  est  le  diamétre  de  la  para- 
bole issu  de  l'origine  des  coordonnées,  et  la  ligne  (3)  est 
la  tangente  à  la  courbe,  menée  par  réxlrémilé  de  ce  dia* 
métre. 

3.  Direction  de  Vaxe  de  la  parabole. 

La  droite 

yi^k  -f-  a^C  =  0 

etani  parallèle  à  Taxe  de  la  courbe,  nous  ayons  immédia- 
tementi  en  designanl  par  o)  et  o'  les  inclinaisons  de  cet 
axe  sur  celui  des  abscisses  el  colui  des  ordonnées 

,.,      ,                 —sin  e.j^C        ^  ,  sene.l/"A 

(I)      tang  a  =  — -r T-—  ,  lang  «'  s= 


(II)     Ung2a)  = 


l^A-cos9i^C'       ^  l/^C-cosei^V 

(l^A  —  cos6i^C)2sin  ve 


A-H-C  —  2co8ei/^ AC-2(i/^A— cosei/^C)^  ' 


(III)  tang 2.)'= -re  -  cosOi/^A)2sin  gj/A 

^     '         »  A-*-C~2cos0t^ AC  —  2(l/^C  -  cosSl^A)^  ' 

et  si  les  axes  des  coordonnées  soni  reclangulaircs 

(IV)  lango)  ==.-■/     j  ,  tang2a)= 


C  —  A  A-C 
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4."*  Equaiion  de  Vaxe. 

Ycut-OQ  avoir  l'axe  et  la  tangente  au  sommet  ?  Il  saf- 
firà  d'  ìntrodaire  au  carré  de  Téquation  (1)  un  terme  X 
ìndépendant  des  variables,  et  de  déterminer  X  de  manière 
que  les  deux  droites  corréspondant  à  (2)  et  (3)  soient  per<> 
pendiculaires  entre  elles.  L'équation  (1)  devient  d'abord 

(6)  (y|/*A.-.-  a:l/C  -♦-  X)'  -*-  (D  -  2X|/*A)y 

-♦-  (E  —  2Xi/C)«-*-  F  —  X*  =-  0 

Les  danx  droites 

(7)  yi/^A -4- «l/'C -H  X  =  0, 

(8)  (D  —  2Xl/^A)y  -+-  (E  —  2X\^C)x  -*-  F  —  X'  =  0, 

deTtnt  ètre  à  angle  droit,  oa  i,  poar  déterminer  X  ,  Ve- 
qnation  de  condilion 

l/^A(D  —  2X|/"A)  -»-  |/C(E  —  2X|/^C) 

—  [i/^A{E— 2Xi/C)-^/^C)-H^C(D-2Xt^A)]co$e=0  ; 

d'on  on  tire 

.        .  _1        D(i/^A— coset/"C)-*-  E(|/C— cosgi/^A) 
^  '  ~  2  '  i/'A(i/A-co80|^C)-*-i/C(i/^C— cosfli^A) 

_  Dt/A  -»-  E|/C  —  (D|/C  -«-  El/'A)cos9, 

■~  2(A  -H  C  —  2cos  9i/AC)  ' 

OQ  encore 

* 

X  —  1  l//P'-^E*— 2DEcosg  _  (D|/^C-EKA)'sin'gv 
*^*'        ~  2  r    \A-H-C— 2cosVAC      (A-.-C-2cos9|^AC)V' 

et  par  saite 

D-  2Xi^A  =  A-^C-2cosei/AC         ' 

(VII)   , 

L  (E^^A-Ivc)(^/A-cosg^^c) 

E  -  2X|^G= A  ^c- 2008^1/ AC 
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L'équation  de  l'axe  est  donc 

(Vili)    yl/A-^xi/LH  2( A  -4-  C  -  2cosfik^AC) 

et  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangalaires, 

5.  Méthode  iris  rapide  pour  écrirt  imméiiatemeutj  d  Fai- 
de des  dériDéeSf  Véqnation  de  Taxe. 

Soient  ulj  ta!'  les  coéfBcieots  angulaìres  de  1*  axe  et  de 
la  tangente  au  sommet  p^  q;  nous  a?ons 


.1 


tu   e»  —  .    %    IH 


i^c    „„_    f 


I/A""  -  r, 

Ces  dcux  droites  sont  perpendiculaires  entre  elles;  par  con- 
séquent  on  à  la  relation  de  condition 

f^/ A        \  t^ A       f^f 

Dans  cette  égaalité  rempla^ons  p,  q  par  Ics  variablcs  cou- 
rantes  x,  y;  il  vieni  l'équatioa 

(X)        (1/-A  —  coaBi/^qr,  -*-  VC—cosO\^X)fx  =  0  , 

que  je  dis  étre  l'équatioa  de  l'axe  de  la  parabole. 

En  etTet  cette  équalion,  da  premier  degré,  est  satisfalle 
par  les  coordoaaées  p,  q  da  sommet;  par  saitc  elle  repré- 
seote  noe  droile  passaot  par  le  sommet  de  la  coarbe.  De 
plus,  comme 

/*y  =  2Ay  -^-  Bx  -+-  D  =  2i/A(yl/'A  -+-  xl/"C)  -f-  D, 
f ,  =  By  -H  2Cx  -^-  E  =  2i/^C(yi/^A  -+-  x[/^C)  -4-  E 

elle  peut  s'écrire 

2(A-^-  C  —  2cos  9t/'AC)(yl^A  -4-  x\^C) 
-t-D(|^A— co^ei/C)-«-E(t''C  -cosS^/  A)  =  0 
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oo 

,  _     Di/^A  -i-  E|/C— (Dl/"C  -4-  Ei/'A)cose 
y^A  -  xKC- 2(A-*-C-2cosfii/AC) 

Elle  représente  donc  une  droìte  parallèle  à  Taxe,  .donc  elle 
représente  V  axe  méme  de  la  parabole.  Nous  yoyons  ansi 
que  : 

Pour  avoir  Taxe  de  la  parabole^  il  suffit  de  retnplacer  dans 
la  relation  1  -♦-  tii'iii"  -♦-  (m'  -+-  m")co8  0  =  0,  fn  ei  m"  ré- 

spéciivément  par  — ■/     -jn  —  -j^-  - 

Si  les  axes  de  coordonuées  soni  rectangulaires ,  l'èqua- 
tion  de  Taxe  sera 

6.  Equaiion  de  la  tangente  au  sommet. 
Si  nous  mettons  dans  (8)>  à  la  place  de 

D— 2Al/^A,    E  — 2Xl/^C 

et  A  leurs  valeurs  (VII)  et  (V)  nous  trouvons 

« 

(XI)  (i/"C  —  co89l/"A)y  —  (i/^A  —  cosfi  i/"C)x 

F(A  H-  C  —  2cos  g^AC) 
"*  Dj/^C  -  El^A 

_  [D(t/'A-co8et/t:)H-E(i/"C— cosgl/^A)]' 

4(A  H-  C  —  2cosfil/  AC)(Dj/  C  —  E|/ A) 
oa 

(XII)  (i/C  —  cose|^A)y  —  (^/A  —  cose|/^C)x 

4F(A-t-C~2co8gt/"AC)— (D'-t-E*— 2DEco8g^ 
"^  4(Di/C  — Ej/A) 

(Dl^C  —  Ei^A)sin'g 

"*"  4(A  -4-C  —  2cos5i/  AC)  ~ 

poar  l'équation  de  la  tangente  au  sommet. 

Atmati  di  Sci*n:e  Mot.  e  FU.  T.  VII  iuglio  1856.  18 
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7.  Coordonnées  du  s(>fnmet. 

Le  sommet  est  l*intersection  des  dcux  droites  (Vili)  et 
(XII);  il  sttffira  donc  de  résoudre,  par  rapport  à  a:  et  y , 
les  équatìons  des  ces  droites,  pour  avoir  les  coordonnées 
de  ce  point, 

À  fin  de  simplifier  les  calcals,  nous  prendrons  les  deai 
é^uatioQS  équivalentes  (7)  et  (8) 

(D  —  2X|/^A)y  -^-  (E  —  2Xl^C)a?  ^  F  —  X*  =  0  j 

qui,  ètant  coasidérées  cornine  simaltanées  ,  donnent  pour 
les  coordonnées  da  sommet 

^        Fj^A  X(Xt/^A-D) 

^      Dt/"C-Ei/^A  "^Dt/^C— Ei/ A  ' 
(XIII) 

_         FI/-C        ^     X(XKC-E) 

^  ~  Ej/  A— Di/  C  "*"  Ej/  A-  Dp^C  ' 
OH»  en  rempla^ant  X  par  sa  yalenr  (Y) 


(l/'C— cosei/^A)[E(|/'C— co3gl^A)-t-D(i/^A— eosO/C)] 

4(A  w-  C  —  2co8  e|/^AC)» 

PrEd/'C  —  cosgt/A)  -H-  P(|/A  —  cosg^/'C)] 

4(A  -+-  C  —  2cos5|^AC)(Di/C  —  Ei^A)~  ' 
(XIVK 

F|/C 

(l/^A-co89t/C)i:D(|/^A— cosei/C)-4-E(t/^C— cosOi/'A)! 

4(A  -.-  C  —  2co8  ei/^AC)* 

ELD(1/^A  —  cos yC)  -H-  E(1/"C  —  cosgt/^A)] 
4(A  -^.  C  —  2cos  VAC)(Ei/A  -  Di/^C)   * 


(  275  ) 
«u  bien 

F|/A E  —  P  cos  5 

^~Di/C  —  Ei/A       4(  A-hC  —  2cosfi|/ AC) 

D(1^A  —  coaBi^C)  -*-  E(|^C  —  cosgi/'A) 
4{A  -*-  C  ~  2co8ei/  AC) 

D  (Di/C-E/^A)i,^Asin?9 


<XV)« 


?  = 


D^/  C-Ej/  A       4(A-f-C  —  2cosei/'AC)*  ' 
Fl^C  D  —  E  C08  d 


E\^X  —  D|/  C        4(A-4-C  —  2cos5i^ AC) 

E(t/C  —  cosg^/'A)  -*-  D(t/'A  —  cosgi/^C) 
4<A  -*-  C  —  2co»ei/'AC) 

E (E|/^A~D|/^C)t^C»in"g 

\  ^  E|^A-Dl/"C      4(A-M]  —  2cosei/-AC)»  ' 

&  IVafwJaftoii  ie  Vorigme  tm  tmnmtt  de  la  partAoh. 

Avant  de  détermiuer  les  coordennées  du  foyer  et  V  fr- 
qaation  de  la  diréctrice,  transportons  Torigine  des  coordon* 
nèes  aa  sommet  ^,  f  de  la  parabole.  Si  nous  rempla^ons 
dans  Téquation  (1)  les  rariables  per  x  -*-  p  y  y-^-jy  die 
4liviendra 

-»-  Dp  -^-  Egr  -*-  F  =  0  , 

ou 

(9)        (yl^A  H-  «i/C)"  H-  y/»^  -  «r^,  =  0 

attendu  que  le  terme  tout  coona  doìt  ètre  nul,  puisqae  le 
poiat  jp,  q  appartieni  à  la  courbe. 

Dans  Téquation  (9)  il  s'  agii  de  rempla^er  f  ,'  f  par 
leurs  yaleurs.  Or,  en  vertu  de  la  relation  (7) 
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et,  par  suite  des  valears  (VII),  nous  avons  : 

fy  =  2A?  H-  2pj/"AC  -.-  D  =  2j/"A(ji^A  -.-  yi^C)  -♦-  D 

-  n      9ì.^i  _  (Dk^C-Et^A)(|/-C-coset^A) 
^U-2AKA A  -H  C  -  asinei/^AC         ' 

/•^  ==  2srl^AC  -•-  2;»C  -^  E  =  2l/'C{jl/^A  -*-  |>J/"C)  -*-  E 

_   .       », .  .^  .    (El/-A-Pl/-C)(KA  -  P08g|/"C) 
-*.  -^Aj/t^-         A  -♦-  C  -  2cos«i^AC)         ' 

Snbstituant  ces  valeurs  dans  l'éqnation  (9),  non»  trouvons 

(XVI)         (yl^A  ^  a^cr  -  A  Jg  -  2  Jei/AC 
X  [(l/"C— cQs0l/'A)y  —  (i/'A— cos9i/"C)a?]  =  0 

poar  r  équation  dp  la  parabole  rapportée  à  soq  sommet 
comme  orìgine  iìes  coordopioées. 

9.   Vàleur  du  paraméire, 

Beprésentons  ee  paramètre  par  2P,  et  désignons  par  Y, 
X  les  distances  respectiyes  d'un  point  quelconque  x^  y  de 
la  parabole  à  l'^xe 

et  à  la  tangente  aa  sommet 

{[/^C  —  cos9p^A)y  —  (|/A  —  cos9|/C)x  =5=  0, 

Nous  aypus 

(10)  Y'  =  2PX 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que 

_-  (yl/'A  -4-  a?l/"C)8Ìne 


l^(A  ^  C  ^-  3cosej/"AC)  ' 

^  _  (|/C  —  coset/-A)y  ■-  (1/-A  —  cosOi/-C)x 
-)/"(A  -4-  C  —  2cose|/'AC) 
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Ifcttant   ce»   valeurs    daas  la  relation  (10)  nons  obtenoiM 
Téquation 

j^(A-f-  C— 2cosSÌ7Xc) 

=  2P[l/'C  —  co8ei/^A)y  r-  (l/'A  —  coa9[/'C)xì  , 
on 

{y\rX  -H  xj/^O'  = nT|/"(A  -f-  C  -  2co85i^AC) 

Sin  7 

qui,  devant  ètre  identique  aree  (XYI),  exige  qne  l'on  ait 

.Tn-6  "^(^  -  e  -  ««»^*':)  =  A^-2Jt/-Ac  > 

d'où  Fon  tire 

^         '  (A  -+-  C  —  2€oae\/^AiC)i 

ponr  l'expression  do  paramètre. 
Comme  on  a  la  qaantité 

A  -.-  C  —  2co99i^AC  =  (l/'A  —  iTC)'  -*-  2i/"AC(l  —  cosS) 
=s»  (i/^A  -  i^C)'  -.-  4sin*  ^  AC  , 

le  denomÌDateur  de  2P  est  positif;  si  donc,  non»  Mp{M)soiis» 
que  l'on  ait 

le  paramètre  2P  sera  positif. 

10.  Coordonnées  du  foyer* 

Beprésentons  par  a,  fi  les  coordonnées  du  foyer  rappof^ 
té  au  sommet  de  la  parabole  comme  origine  des  coordon- 
nées; par  Uj  V  les  coordonnées  du  méme  poìnt  ri^portées 
à  la  méme  origine  que  la  parabole  exprimée  par  Téquation 
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(1);  noQs  avons 

(11)  u  =  j;-4-«,         v  =  q-*-^! 

Le  foyer  a,  /3  étant  situè  sur  l'axe 

les  coordennées  ec',  ^  satisfont   à   cette  équation  ;  ce  qui 
donne 

a fi 

l^A~       1/  C  ' 
et,  par  suite, 

«^  _  ^__     2«/3  cos  e  a*  -t-  ^*  -«-  2«fi  cos  0 

T  ~    C  ■"  — 2  coa6\/^kC  ~"  A  -^  C  —  2co8$l/'AC 

4P* 


~  16(A  -4-  C  —  2  cosfii/ AC)  ' 
attenda  que 

P* 

et'  -*-  fi'  -^2afi  cose  =  -p  . 

4 

On  trouve  donc,  en  ajant  ègard  à  la  raleur  (XVII), 

2P^^A (D^/•C-E^^A)|/•A3ill•9 

4(A-*-C— 2oosei^AC)«  ~  4(A-^-C  —  2008^1^ AC)' 

_  (BD  ~  2AE)8Ìn'e 

""  8{A  —  Bcos©  H-  C)'  • 
(XVIII) 

l^~  4(A-»-C— 2cos©i/AC)*  —  4(A-hC  _  2C08VAC)' 

(BE  —  2CD)sìn'd 


8(A  —  Bcosfi  -+-  C) 


a  • 


Sobsistuant  ces  expressions  dans  les  équations  (il),  eu  te- 
nant  compie  des  Talenrs  (XV),  noos  obtenont 


M 
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IVC  — Et^A 


(l/C  —  coaQi^ k)tE(irC  —  cosSv^A)  -♦-  D(l/^A  -  cosSl^C)] 
-(Dl/"C  —  E|^A)|/'A»in*e 

4(A  -+-  C  —  2cos5i^AC)* 


(l/'A  —  cos$i/'C)[D(|/"A  —  cos^l^C)  -+-  E(|/C  —  cos^A)] 

4(A  -t-  C  -  2cos9i/'AC)' 

(Ej/^A  —  Dt/"C)|/^C8Ìn'9 
4{A  -♦-  C  —  2eo8eiAAC)* 

E(i^C-'CO»$i/A)-H.D(i/^A-co89i^C)  E 


l/^Cd/'C-cos^i/ A)-H^A(i^ A— cos^KC)    4(Ei^A— Dj^C); 

on,  en  eflectaant  les  redactions  aa  namérateur  des  seconds 
termes; 

_       Fj/^A  E  —  D  C08  g 

"  ~  Di/  C^v^A  ~  4(A-K<J—  2cosei/'AC) 

D{l/"A~co99t/'C)-H-E(t/C— co8g|/A)  D 

.      j^A{|^A-co9dl/C)-H/^C(i/C— C089KA)  ^^4(01/  C— Ej/  a)' 

F|^C  •     D— Eco80 


,      Et/ C— IVA       4<A-4-C— Seosfii^AC) 
E(i^C— cos9i/"AKD(|/A— co8$i/^C)  E 


l^C(t/C-cos V A)H-l^A(i^A— cosVC)    4(E/ A— Di^C); 
ou  encore 
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(1);  noQs  avons  ' 

(11)  M  =!>-*-«,        «  =  j-t-j3,' 

Le  foyer  a,  /3  étaat  situè  sar  l'axe 

y  l/"A -«- «!/■€==  0  , 

les  coordonnées  a',  ^  satisfont   à   cette  équation  ;  ce  qui 
donne 

« fi 

et,  par  suite, 

«^        /3'  _     2«/3  cos  e  a'  -H  ^'  -.-  2a^  cos  fl 

A   *^   C  —  — 2  cosei/^AC  ~  A  -+-  C  —  2cos0i/^AC 

4P' 


16(A  H-  C  —  2  cos V  AC)  ' 
attenda  que 

P* 

a»  >,_  ^a  _^.  2ap  cos  e  = -j- . 

4 

On  trouve  donc,  en  ajant  ègard  à  la  raleur  (XYII), 

2V[^k (D|/-C— Et^A)t^A8Ìn'g 

"  ~  4(A-i-C— 2oosei/"AC)i  ~~  4(A-*-C  —  2cosei^AC)* 

_  (BD  —  2AE)8Ìn*e 
"~  8(A  —  Bcos©  -+-  C)'  ' 

(xviii)r 

U^  —  aPt^C (Et/^A— D|/^C)i/C8Ìn'fl 

'^~  4(A-+-C— 2cosei/-AC)»  —  4(A-+-C  —  %:089^XC)' 

_    (BE  —  2Ca))sin*e 
~  8(A  —  Bcosfi  -H-  C)*  ' 

Sabaistnant  c«s  «xpressions  dans  les  éqnations  (11),  en  te- 
nant  compte  des  yalenrs  (XV),  nous  obtenons 


w 
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(l/C  —  co8fi|/'A)[E{i/'C  —  cosSi^A)  -♦-  D(i/^A  -  cos^l^C)] 
— (D|/^C  —  E|^A)|/'A»in*e 

4(A  -+-  C  —  2cos5i^AC)* 
_      D(|/'A— cog3KC)-*-E(t^C— c<wg|/^A)  D 

FI/-C 


EI/-A  —  Dy^C 


(l/"A  —  cos$|/^C)[D(i/'A  —  cos9l/^C)  -t-  E(l/C  —  cos VA)l 

4(A  -♦-  C  -  2cos9i/'AC)* 

(Ej/^A  —  Dt^C)i/^C8Ìn'0 
4(A  -^  C  —  2co9ei/^AC)* 

E(i^C— co»fli/A)-»-D(^^A-cos9i/^C)  E 


l^C{l/^C-co89l^  A)-t-|/^A(l/^A— cos^t^C)    4(Ei^A— Di/'C)) 

on,  fcn  effectaant  les  reductions  an  namérateur  des  seconds 
termes, 

Ti/'X  E  — Dcos0 


M 


Di/  e— E/^A      4(A-K<:—  2cosei/'AC) 


D{t/^A—co8gtrC)-H-E(t/"C— co8g|/A)  D 

_-      ,      i/^A(|^A-co9ei^C)-H^C(i/C— cosVA)  ^^4(01/  C— E|/  a)' 

_         F|/'C  •     D— Ecosg 

*  ~  E|/  C^^'A       4(A-^-C— 2eo8fii^AC) 

E(i/C— cos9i^A)-H-D(|/A— cosfi/'C:)  E 


l/^C(^/C-cosVA)^-^^A(^^A— cosVC)    4(E/ A— Dj^C); 
ou  eacore 
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BF  E  —  DcosS 


u  = 


2CD  -BE       4(A— B  cos9  -*-  C) 


(XX)' 


D(B— 2Ck;o86)-<-E(2C--Bcos9)         ■      D 

A  —  Bcosfl  -^  C  ^  4(2CD-  BE)  ' 

BF  D  —  Ecosd 


~"  2AE— BD       4(A-B  cos  S  -+-  C) 

E(B— 2Acose)-»-D(2A— Bcos9)  E 


(XXI), 


A— Bco8e-<-G  4(2AE  — BD)' 

TeUes  sont  les  expressivos  généraies  des  coordonnées  da 
foyer.  On  peat  encore  donner  à  ces  valeurs  une  forme 
plus  simple,  si  l'on  a  soin  de  réduir»  entre  evo.  les  deax 
demiers  termes  de  chacune  d'elles.  Oa  trouvera  ainsi  que 

Fj/A _    (D'-E')t/^ A-t-2D(E—  Dcose)i/C 

**  ~  Dl/"C— Ej/  A         4(Di/  C  —fV  A)(Ah-C — 2cos5i/  AC)  ' 

_   _F|/^ (E'— D')t/^C-t-2E(D— Ecose)|/^A 

*  ~  Ej/"  A -Di/  C        4(Ei/  A— D|^C)(A-H<:~2cose|/ AC)  " 

ou 

BF (D*-E')B-4CD(E  -DcosP) 

"  ~~  2GD— BE       4(A— Bcos9-+-  C)(2CD— BE)  ' 

(XXII) 

' BF  (E*— D')B-4AE(D— Ecosfl) 

*  ~"  2AE— BD       4(A— BcosSU.C)(2AE— BD)  ' 

11.  Equation  de  la  droite  perpendieulaire  à  Vaxe  menéepar 
le  foyer. 

Gette  droite  est  parallèle  à  la  tangeate  an  sommet  (XII) 
et  passe  par  le  point  u,  v  ;  elle  est  donc  réprèsentée  par 
l'équation 

(l^C  —  cos$\^A.)y  —  (J/'A  —  cos9l/^C)x 
-*-  (i/'A  —  cos9KC)«  —  (/C  —  cosflj/'A)»  =  Q , 
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où  il  suflSra  de  mettre  à  la  place  de  u  et  «  lears  raleurs 
(XXI).  Gette  sabstitation  changera  l'équation  précédente  ea 

(XXIII)        (t/'C  —  cos9l^X)y  -  (i^A  —  <ms9\^C)x 

4F(A  -^  C  —  2cosgi/'AC)  ~  (D'  -*-  E'  — gDEcosg) 
"^  4(Di/'C  —  El/  A) 

_^     (D|^C  —  Ei/A)'>in'e 
"^  2(A -^- C  —  2cosfl|^AC)  ~    ■ 

I 

12.  Coordonnies  du  pied  de  la  directrice. 

Représentons  par  c/j  /3'  les    coordoimées    du  pied  de  la 
direcirìce  rapportées  au  sommet  conmie  origine  des  coor- 
donnéesy  et  par  u'y  v'  les  coordonttées  da  mème  point  rap- 
portées à  l'orìgine  de  départ.  Noos  avons 

(12)  ti^=p-4-a',    t?'t=y-*-/3'; 

or  on  sait  que 

,__     __  (E|/^A-Dt^C)|/^Asin'9  _  (2AE—  BD)8Ìn'g 
^  ~      "  ~  4(A-4-  C—  2cos5i/  AC)^  ~  8(A-Bcose-H-Cp» 

_  (Dt/C-Et/^A)l/^Csin'fl  ^  (2CD—  BEjsin^ 

^~      ^~  4(A-4-  C— 2cos9^  AC)'  "^  8(A— Bcos9-h-C)"^ 

mettant  ces  yaleurs,  aiosi  qae  celles  (XY)  de  jp  et  jr  dans 
Téquation  (12)  et  effectuant  les  réductions  convenables,.  oa 
trouve  pour  les  coordonnées  du  pied  de  la  directrice 
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'  —       f|/A E— Dcos9 

**  ""  Di/C—  Ei/A       4(A  -t-  C  — 2cos9i/  AC) 

(Du'C  —  Et/ A)|/ Asin'9 
2(A  -^  C  —  2cos9i/^AC)' 

D(1/^A— coset/^C)-4-E(t^C— cos^t^A.)  D 

4(A  -4-  C-2cosei/AC)  ^  Di/  C-Ei/  A  ' 

^■^*^^^       ,  F^C  D- Ecose 


Ei/^A  —  Di/  C       4(A  -»-  C  —  2co«ei^AC) 

(E|^A  ~  D|/^C)t/"Cgin'g 
2(A  -*-  C  -  2cos9i/"AC)' 

E(t/^C— co8e|/^A)-HD(|/"A— cosgi/^C)  E 

4(A  -H  C  —  2co86i/^AC)  ^E\rk-W  C  ' 

ou  encore 

BF E-Dcosg  (BD—  2AE)8Ìn*e 

2GD-BE  ~  4(A-Bco89-+-C)  "  4(A-Bcos6U-C)* 

D(B— 2Ccos5)h-E(2C— Bcos5)  D 


«  = 


4(A  —  Bco89  -t-  C)  2CD  -  BE  * 

(XXV)  ' 

BF D-Ecos9  (BE-2CD)sin'5 

2AE-BD       4(A— Bcos0-t-C)  ~  4(A— BcosS-hC)' 
£(B— 2Acosd)-+-D(2A~Bcos6)  E 


\V 


4(A  -  Bcosfi -4- C)  2AE  — BD* 

13.  Equation  de  la  directrice. 
La  directrice  est  parallèle  à.  la  tangente  au  sommet,  en 
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méme  temps  qu'elle  passe  par  le  point  u',  v',  son  éqaatkm 
est  donc 

-+-  (w^A  —  eoa$[/^C)i^  —  {[^C  -  eos9\^X)v'  =  0 , 
ou,  en  rempla^nt  m',  et  v'  par  lears  raleurs  (XXIV) 

(XXVI)  {^C  —  cos9l/'A)y  -  (j/"A  —  co90[^C)x 

4F(A-t-C-2co8et^AC)  -(D'-4-E'-2DEco8e)  _„ 
■*"  4(Di^C  -  Ej/^A) 

oa  bieo 

(XXVII)  (B  —  2Aco8%  —  (2A  —  BcosSja: 

4AF(A— Bco8g-HC)-(D'-4-E'-2DEcosg)A  _ 
"^  ED  — 2AE  —     ' 

14.  Valeur  des  divers  iliment$  de  la  parabole  dan*  le  ea$ 
où  let  axe$  df$  eoordonnéet  »ont  perpendiculaires. 

Poar  des  axes  rectangulaires  il  saffira  de  faire  9^  9(r 
dans  les  formales  précédentes.  Nous  obteaons  ainsi 

l/^C  B  2C 

(XXVIII) 

„  2i/^AC  B 

t«ng2..  =  ^-^  =  ^-j 

poar  VincUnaison  de  Vaxe  de  la  parabole  sur  celui  des  abscisses. 
poar  Téquation  de  Vaxe. 
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yl^C-xi^A^  -4(DÌ7C3È7T)-  -"     4(A-^C)    ""' 

«r^^.  1  1,         oA  (D'-4AF-4-E'~4CF)A       BD-2AE    „ 

(XXX)  l  %  -2A.  -.i BD-2AE    '        -^W^)^' 

2Cy  -  Bx-^  (D--4AF-^E'-4CF)C   ,   2CD-BE  _, 
"  2CD  -  BE  4(A-.-C) 

pour  léquaiion  de  la  tangente  au  tomtnet: 

Fi/"A  E  (Di^C  —  El/^A)i^A 


/'=i 


9  = 


Di/  C-  Ei/  A       4(A  -»-  C)  4(A  -4-  C)» 

4(A  -H-  C)(D|^C  —  Ei^A)  ' 
Fi/^C  D  (Ei^A  —  Dj/^C)  i/^C 


^««■■«•A-la 


Ei/  A-Di/^C       4(A  -.-  C)  4(A  -^-  C)' 

E(Ei/'C  H-  Dj/'A) 


4(A  -I-  C)(EKA  —  Di^C)  ' 
ou,  «n  rédaisant 

[    _      E  (Ej/C-^-Di/^AJi^C    (E'-4CF-f-D*— 4AF)l^A 

,^^^,r       *<^-^)  4(A-^cr  4(DKC-Ei/^A)(A-4-C)' 

(XXXI)'! 

_      D         (Di^A-»-Ei^C)KA     (D*— 4AF-^E'— 4CF)|/^C 
^      4(A-hC)'^      4(A'^^nip         ^4(E|/^A  -  Di/^C)(A  -^  C)  ' 
ou  encore 

_  BD-t-2CE    (E'-4CF-t-D'— 4AF)A 

1^  ~"  4(A-4-C)  '  8(A^  Cy  '  2(BD  -  2AE)(A  -.-  C)  ' 
(XXXII) 

■    _      D         BEH-2AD    (D'— 4AF-^-E*— 4CF)C 

*  ~  4(A-.-C)"*'8(A  H-C)*"^  2(BE  —  2CD)(A  -+-  C) 
pear  le»  eoordonnéee  du  som$net. 


(XXXilI)      2P  = 
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DKC— Ei^A  BD  ~  2AE 


(A-.-  C)K(A-+-C)       (A-H^)l/  (B'  -^ik') 

_         2CD  -  BE 

—  (A  -f-  Cy  (B'^iC) 

pour  la  valeur  du  paramétre, 

E  E'— 4CFH-D*— 4AF      i^A 


2(A-hC)         4iDi/^C  —  EiAA)       A-^C 
E  E»-4CF-^-D'— 4AF        A 


X 


(XXXIV) 


2(A-.-C)  2(BD  -  2AE)      '^A-.-  C 

_      D  D'— 4AF-«-E'— 4CF      i^C 

"  ~  2(A-f-C)  "*"   4(Ei/^A  -  Dj/^C)    '^^AITc 

D  D'— 4AF-4-E»— 4CF       C 

X 


2(A-^-C)  2(BE  —  2CD)       '^  A-+-  C 

pour  les  eoordonnéet  dit  foyer. 

.rP      .^A     D'-4AF-4-E'^4CF    D|/^C-Ei/"A     „ 
Vi/ C — rei/ A-H — z — p— : i I     ^  ^  0 

^^         ^^      4(Ei/ A  -  DI/-C)  2(A-.-C)    """' 

nCTITCVWanti      «r   .   (P'~-tAFH-E'-4CF)C     2CD-BE       . 
(XXXV)^2Cy  -  Bx  -*- be_2cd "^  2(ÀTc)  =  ®' 

ì.^      o^,  ,   (D'-4AF.^E'-4CF)A     BD-2AE 

2AE  —  BD  ^2(A-+-C)"~   ' 

pour  la  droite  menée  par  le  foyer  perpendictUairment  à  Vaxe. 
„'—  (Ei/^C-«-Dt/"A)i/C    E'~4CF-i-D'-4AF     j^A 

(xxxvi)l  2(A^c)'  4(Dp^c-ep^a)-^a:^' 

V_  (P1^Ah-Ei/'C)KA    D*~4AF-^-E'- 4CF      |/^C. 

"  ^         2(A  H-  C)'      "^  4(Ei/ A  —  Dp^C)    ^  A+c' 
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ou  bicn 

^.     2CE-f-BD      E»— 4CF-h-D»— 4AF        A 


.^^^      V,        *(A-*-C)'  2(BD-2AE)      ''A-h-C 

(XXXVII){ 

>^>^2AD-t-BE      D'-4AF-t-E'— 4CF       C 
4{A  H-  0'  ■*■       2{BE  -  2CD)  ~  ^  HiTc  ' 

pour  les  coordonnées  du  pied  de  la  direetrice. 

.rr      .rk.      D*  — 4AFH-E*  — 4CF       „ 

*^  ^  4(Et^A~Dk"C) 

(XXXVIII)I  2Cy  _  B.  -.  ^"'""b^ITcD^^^  =  «  ' 

By-2Ax-^i21z^^!±;=*«lA^0. 
*  2AE  —  BD  ' 

t 

poar  Véquation  de  la  direetric^. 

15.  Condition  pour  que  Vorigine  des  coordonnées  $oit  si- 
tuie  sur  V€Lxe  de  la  parabole. 

Dans  ce  cas  Téquation  (Vili)  de  l'axe  devra  étre  de  U 
forme  my-^nx  =0.  Pour  qa*il  ea  soit  ainsi,  il  faut  que 
l'on  ait 

D(/^A  —  cos^j/^C)  ^  E(i/  C  —  cos^i^A)  =  0 
d*où  Ton  dóduit 


(XXXIX)      I>_      l/^C  -  co5g|/^A  __  B  - 


2Acos& 


E  1/  A  —  COS0J/  C       BcosS  —  2A 

_  Bcos9  —  2C 
^  B  —  2Ccos&  ' 
pour  des  axes  obliqnes,  ei 

D__i/^C__J^_       2C 
E~       i/A  ~       2A  ■   B 

ou 
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(XL)  BD  -f-  2CE  =  BE  -I-  2AD  =  0 

pour  dea  axes  rectangalaires. 

16.  Condiiion  pour  que  Vorigine  des  coordonnées  idi  si-- 
tuée  iur  la  tangente  au  somtnet  de  la  parabole. 

Celie  condition  est  moins  simple  que  la  précédente;  elle 
se  dédnit  de  Téqnation  (XII)  de  la.  tangente,  qui  donne 

ntll\    ^  gi/T    -      P(t^A-c08ei^C)-«-E(|/  C-co6et/  A) 
^      '    —^y  —  j/^  A(i/ A-cosSj/  C)-^-^/  C(|/  C-cosfii/  A) 

pour  des  coordonnées  obliqoes,  et 
(XLII)  :±:2l/F=^-rJE|£!? 

A  -+-  Va 

pour  des  axes  rectanguiaìres. 

17.  Condition  pour  que  V origine  des  coordonnées  soit  située 
sur  la  droite  menée  par  le  foyer  perpendiculairetnent  d  Vaxe. 

Le  terme  tout  connu  de  Tèquation  (XXIII)  de  cette  droite 
deyra  ètre  nnl;  on  devra  donc  avoir 

4F(A  -f-  C  —  2cos©i/^AC)  =  D»  ^  E*  —  2DEcose 

_  2(Dt/^C  —  E|/^A)'sin'e 
A -*- C  —  2cosfli/^AC    ' 
d*où  l*on  tire 

rD(i^A  —  cosSi/^C)  -K  E(l/"C  —  cosSi^A)]* 
ITiLWW    IF-                -(Dt/C-E|^A)-sin'9 
(XLIII)    4F- (A  -^  C  -  2C0S5KAC)' 

pour  des  axes  obliques,  et 

^       ^  (A  H-  C)' 

(D»  -  E')(A~C)  -4-  BDE 
-  (A  -^-  0' 

pour  des  coordonnés  rectangulaires. 
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18.  Condition  pour  que  V origine  des  coordonnées  soit  située 
aur  la  dirécirice. 

Elle  s*obtient  en  annulant  le  terme  connu  de  Téquation 
(!ÌlXVI)  de  la  directrice.  On  troay«  aìnsi  Tégalité 

^        '    *  —  A-M3— 2cosfii/^AC  ""  A  -*-  C  —  2Bcos9 

pour  la  relation  demandée  dans  le  cas  des  axes  obliqaes, 

et 

D^  -»-E* 
(XIV„  4F  =  ^^-^ 

pour  des  axes  rectangulaires. 

19.  Conditions  pour  qu»  V origine  des  eoordonnées  eoitau 
sommet  de  la  parahoU, 

L'origine  se  trouvant  à  la  fois  sur  Taxe  et  sur  la  tan- 
gente au  sommet,  les  deux  équations  (XXXIX)  et  (XLI) 
devront  étre  satisfaites  en  méme  temps. 

Il  viendra  don  e 

(XLVII)        P       _i;C-cosVA^    F^O 
^  'E  j/^A  —  cosSj/  C 

pour  les  deux  relations  demandées. 

20.  Condiiions  pour  que  Vorigine  des  coordonnées  soit  au 
foyer  de  la  parabole. 

L'origine  se  trouvant  sur  Taxe,  on  a  d'abord  la  relation 

D  l/^C  —  cosfi^/  A 


E  1/  A  —  COS01/  C    ^ 

mais  l'origine  appartieni  aussi  à  la  perpendiculaire  menée 
à  Taxe  par  le  foyer.  On  a  donc  aussi  la  relation  (XLIII) , 
que  l'égalité  (XXXIX)  réduite  à 
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la  relation  (XXXIX)  pouVant  s'écrire 

D  —E 


KC  —  cose^/A  I/A  — cos5i/C  ' 

on  en  déduit 

D  —  E  Dl^C— E^/^A 


l/^C  —  COS01/  A        ^^A  —  cos5|/^C       A^-Bcose-H-C  ' 

Les  deux  équations  de  condìtioDy  qui  précédent ,    reyiea- 
nieDt  donc  à 

(XLix)  db2^/•F=  ,  P"°f -^"";     , 

d'oa  l'on  tire 

2F 

D  «  ±  ^g  (k^C  -  cose^A) , 

(L) 

2F 

E  =  ^  -^  (l^A  -  COS01/-C)  , 

et  pour  les  axes  rectanguiaìres, 

D  =  =t:2Fi/^C,        E==h2F/^A. 

21.  Conditions  pour  que  V origine  des  coordonnées  soit  au 
pitd  de  la  directrice  de  la  parabole* 

EUes  sont  exprimées  par  les  deux  relalìons 

D  l/^C— cos0i/^A  __       D^  ^  E»  —  2DEcos9 

E  ]/  A— cos9i/  C  A  -+-  C  —  2cos9i/  AC  ' 

qu'on  peut  éorìre 

D  —  E  2i/^F 


(LI) 


J/C— cos6i/A        l/"A— cose^/'C       "^    sinS 


Lorsque  les  axes  de  coordonnées  sont  réctangalaires ,  ces 
relations  deviennent 

AnnaU  di  Scienze  Mot,  e  Fi».  T.  VII  agosto  1856.  19 
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d'où  l*on  tire 

(LUI)    D'— 4CF=E'— 4AF=BD-^2CE=BEh-2AD=0. 

22.  Condition  pour  pie  Vaxe  de  la  parabole  soit  parallèle 
à  Vun  des  axes  de  coordonnées. 

L'axe  de  la  parabole  sera  parallèle  à  Faxe  des  abscisses, 
sì  Toh  à  tangci)  ==  0  j  qui  donne  G  =  0  et,  parsuite  B=0. 
On  en  conci  u  que 

Pour  que  Vaxe  de  la  parabole  soit  parallèle  d  V  un  dtt 
axes  de  coordonnées^  il  faut  et  il  suffit  que  Vèquation  de  la 
parabole  ne  renferme  la  variMe  relative  à  cet  axe  dans  au* 
cun  des  termes  du  second  degré. 

23.  Conditions  pour  que  Vaxe  de  la  parabole  se  confonde 
avec  Vun  des  axes  des  coordonnées. 

L'axe  de  la  parabole  se  confondra  avec  Taxe  des  abscis- 
ses, s'il  passe  par  l'origine  et  est  parallèle  à  Taxe  des  x, 
On  a  ainsi  les  équations  de  conditions 

C  =  0 ,    D(KA— cosSi/  C)  -^-  E(KC-coset/^A)  =  0 , 

dont  la  première  reduit  U  seconde  à  D  =  Ecos9.  On  voit 
donc  que  : 

Vaxe  de  la  parabole  est  Vun  des  axes  de  coordonnées^  si 
la  variahle  relative  à  cet  axe  manque  dans  les  termes  du  se- 
cond degréf  et  si  le  coèfficient  du  premier  degrè  de  la  deuxiè" 
me  variable  est  nul  dans  le  eas  de  coordonnées  reetangulai" 
res  et  égal  au  coèfficient  du  premier  degrè  de  la  première  va- 
riable multiplié  par  le  cosinus  de  Vangle  de$  axe  dans  le  cas 
d^axes  obliques» 

Si  Tax^  de  la  parabole  est  parallèle  à  V  axe  des^  abscis- 
ses, Téquation  de  la  parabole  se  presenterà  toujours  sous 
la  forme 

Ay'  -4-  E(x  -I-  y  cos9)  -+-  F  =  8. 

24.  Conditions  pour  que  Vaxe  de  la  parabole  se  confonde 
avec  Vun  des  axes  de  coordonnées^  le  sommet  étant  d  Vorigine, 
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Elle  soni  nécessairement  exprimées  par  les  relations 

C  =  0,    D  =  Ecos9,     F=0 

dans  le  cas  où  cet  axe  des  coordonnées  est  Faxe  des  x  ; 
l'éqnation  de  la  conrbe  devient  alors 

Ay*  -+-  E(a?  -H  y  cosS)  =  0, 

25.  Conditions  pour  que  Vaxe  de  la  parabole  soH  paral- 
lèle à  la  biseetrice  de  V angle  des  axee, 

Dans  ce  cas  on  a  2ca  =  6,  ce  qui  reduit  Tégalité  (II)  à 

A  =  C. 

Ainsi,  pùur  que  Vaxe  de  la  parabole  soit  parallèle  à  la  bt- 
sectrice  de  Vangle  des  axes^  il  faut  et  il  suffit  que  les  carrès 
des  variables  soient  affectès  du  méme  coéfficient, 

26.  Conditions  pour  que  Vaxe  de  la  parabole  se  confonde 
atee  labisectrice  de  Vangle  des  axes. 

Si  r  axe  de  la  parabole  se  confond  avec  la  bisectrice , 
Texpression  (Y)  devra  encore  ètre  nulle,  ce  qui  fournit  les 
relations 

A  =  C,        D  =  — E 

» 

qui  réduissent  Féquation  de  la  parabole  à  la  forme 

A(y  -♦-  x)^  H-  D(y  —  x)  -f-  F  =  0. 

27.  Conditions  pour  que  Vaxe  de  la  parabole  se  confonde 
avec  la  bisectrice  de  Vangle  des  axes,  le  sommet  étant  à  Vorigine. 

Ces  conditions  sont  nécessairement 

A  =  C,D  =  —  E,    F  =  0. 

28.  Condition  pour  que  Vaxe  de  la  parabole  fasse  avec 
Vun  des  axe  de  coordonnées  un  angle  donne. 

Gette  condition  est  fournie  par  Tégalité  (II),  qui  donne 


sin  a      _       I  y/"C 
sin(9—  a)  V     t 
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Si  l'axe  passe  en  méme  temps  par  le  sommet  on  anra  encore 

tang  oc      Ei/^A 

tangje"^^  Dp''C~  ' 

29.  Condition  paur  que  la  tangente  au  sommet  soit  paral- 
lèle à  Vun  des  axes  de  coordonnées. 

L'équatioD  (XII)  fait  voir  que  la  tangente  est  parallèle 
à  Taxe  des  y,  si  Ton  a 

l/^C  =  cosSj/'A 

dans  le  cas  de  coordonnées  obliques,  et 

C  =  0 

dans  le  cas  des  axes  réctangulaires. 

30.  Conditxons  pour  que  la  tangente    au    sommet  se  eonr 
fonde  avec  Vun  des  axes  de  coordonnées. 

Ges  condì tions  pour  Taxes  des  ordonnées  sont  evidem- 
ment  exprimées  par  les  deux  équalions 

l/^C  —  cosSi/'A  =  0  , 

^  J_     D(l/'A-cos9i/'C)-+-E(i^C— cosfli/'A) 

~   ^     ~l/^A(KA--cos5i^C)-f-i/^C(i/'C-cos9i/"A)* 

dont  la  première  réduit  la  seconde  à 

nfc  2i/^F  =  yj- ,     ce  qui  revient  à    D*  —  4AF  =  0 

31.  Conditxons  pour  que  la  tangente  au  sommet  se  con- 
fonde avec  Vaxe  des  ordonnées^  le  sommet  étant  à  V  origine. 
EUes  sont 

l/^C  —  cos^KA  =  0  ,    D«aO,    F=0 

de  sorte  que  Téquation  de  la  parabole  peut  s'écrire 

A(y  H-  X  cos9)»  -f-  Ex  —  0. 
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TEOREMI   INTORNO   ALL'  ATTRAZIONE    DI   ALCUNE    SUPERFICIE^ 
E    SOLIDI   OMOGENEI   SOPRA    UN   PUNTO   MATERIALE 
SITUATO   SUL    LORO   ASSE. 

MESIORIA 
VCL  IIOTT.  B.  SANTINI. 


INTRODUZIONE 

4» 

Un  punto  materiale  è  attratto  da  un  corpo  qualunque 
in  ragione  diretta  della  sua  massa  e  nell'inversa  del  qua- 
drato della  distanza.  Questo  teorema,  dovuto  al  gran  New- 
ton {*)j  gli  servi  primamente  di  base  nella  celebre  teorica 
della  gravitazione  universale,  e  quindi  nel  derivare  alcuni 
teoremi  relativi  all'attrazione  delle  sfere  omogenee  sopra 
un  punto  materiale.  Altri  in  seguito  hanno  in  vari  modi 
tolto  a  svolgere  il  medesimo  argomento;  ma  ninno  credo, 
si  é  occupato  dell'attrazione  relativa  a  segmenti  sferici,  al 
cono,  al  cilindro.  Questo  appunto  intendo  fare  col  presente 
lavoro.  E  poiché ,  per  ciò  che  concerne  la  parte  anali- 
tica, non  è  al  tutto  privo  di  simplicità  e  d'eleganza,  stimai 
bene  lo  esporlo  qual  che  ne  sia  l'utilità. 

SUPERFICIE  SFERICHE. 

Rappresenti  AF  (fig.  1.)  la  superficie  di  un  segmento 
sferico  omogeneo  a  due  basi  parallele.  Essendo  m  un  punto 
materiale  situato  sul  prolungamento  del  diametro  BD  alla 
distanza  qualunque  Om  dal  centro,  ed  essendo  af  l'elemento 
di  AF,  può  ritenersi  che  tulle  le  molecole  di  esso  elemen- 
to attraggano  il  punto  m  dalla  medesima  distanza ,  e  da 
tutte  le  parti  egualmente.  Per  conseguenza  detta  A  1'  at- 
trazione relativa  alla  zona  finita  AF ,  avremo  per  la  zona 


(*)  Phil:  nat:  prioc.  malh.  Lib.  I.  Prop.  XI. 
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elemenUrre  af 

dm 


am 


ove  dm  rappresenta  la  massa  di  af.    Si    dica  R   il  raggio 
delia  superficie  sferica,  e  d  la  sua  densità;  avremo  ancora 


(1)  dA  =  2«R5~-^-^, 


^Bav    mm^m 


dove  k  (  essendo  in  D  l' origine  delle  coordinate  )  rappre- 
senta la  quantità  costante  Dm. 

Per  integrare  questa  formola  abbiamo  per  equazione  alla 
circonferenza  : 

e  perciò 

d^ 

dA  =  2„R5  .  2^(^--Àpir  . 

la  quale  integrata  fra  i  limiti  x  ^  V  avremo 


R-4-*     °    2A'(R -+- A) -^-.  A 
Esteso  quindi  Tintegrale  fino  ad 

e  detta  A  la  distanza  Om,  risulta 


(2)  A  =  ^^log^<*^-^>-*^ 

^  '  A        *^      2A'A-f-A"       ' 

che  é  il  valore  finito  dell'  attrazione  esercitata  dalla  zona 
'AF  sul  punto  materiale  m. 

Per  le  zone  ad  una  sola  base  o  callotte  ABC  j    LDF  la 
formola  testé  dedotta  somministra  rispettivamente 
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,       TtRJ  ,  (R  -4-  h\ 

A=  --      log 


k       ®  (R  -f-  A)»  —  2j)"  ' 

^      ffRj   .     (R  —  *)'  -t-  2b* 
A-  -p  log  — g— Ar  -  ' 

Si  passa  dunque  dalV attrazione  di  una  eaUotta  alVaUrazio* 
ne  della  callotta  stessa  rovesciata^  se  la  frazione  affetta  dal 
logaritmo  $i  rovesci  del  pari ,  ed  ivi  si  cat^i  il  segno  alla 
distanza  dd  punto  attratto  dal  eentro  della  sfera. 

Consideriamo  ora  il  punto  m  all'origine  delle  coordina- 
te. La  formola  (2)  diviene 

(3)  k=.nlilog^. 

Di  qui  viene  che:  una  zona  sferica  a  due  basi  attrae  Ve* 
stremità  del  diametro  come  Vattrarrebbe  un  circolo  massimo 
riunito  nel  centro  e  moltiplicato  pel  logaritmo  iperbolico  del 
rapporto  tra  la  distanza  che  passa  dal  punto  attratto  alle  due 
basi  della  zona.  E  fatto 

p^k'=z2K  ,  • 

si  ottiene  per  la  callotta  ABC 

211 

(4)  A  =  nJ  log 


2R  ~|>' 

ed  acchiude  un  teorema  analogo  al  precedente.  Laonde 

(5)  A—  7rJIog2 

è  l'attrazione  relativa  alla  superficie  dell'  emisfero.  Allo 
stesso  modo  per  k'  =  p  l'equazione  (3)  risulta 

A  =  Tri  log  2. 

Il  perché  un  punto  materiale  situato  alV estremità  del  diame- 
tro  di  una  superficie  sferica^  è  attratto  dal  segmento  tanto 
alto  quanto  distante  dal  punto  colla  stessa  energia  con  che 
lo  attrae  la  superficie  dell'emisfero.  . 


A  =  ;rd(4-log-|^K 
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Un'altra  specialità  è  pur  compresa  Della  forinola  (3).  Essa 
dà  per  la  callotta  LDF 

A  =  oo  j 

risaltato  consentaneo  al  punto  D,  non  all'  intera  callottar 
Gonciossiachè  l'effetto  infinito  di  A  yenga  eliminato  da  nn 
infinitesimo  della  superficie  attraente.  Il  punto  attratto  é 
dunque  sollecitato  da  LDF  con  forza  finita.  jPer  determi- 
nare questa  forza  yuolsi  ricorrere  al  secondo  teorema  new* 
toni  ano  ed  alla  nostra  formola  (4).  Avremo  pertanto 

2R 
2R— p 

Resta  a  dirsi  del  punto  attratto  situato  in  tu'.  A  tal  nfh 
pò  è  forza  ripigliare  la  formola  differenziale  (1)  che  in 
questo  caso  diviene 

dA  =  2>tB$,      f"  , 

y  -*-(x  —  k) 

e  tuttavia  importa  un  processo  analogo  d'integrazione.  Ec- 
cone dunque  senza  più  il  risultato 

(6)  A=— log       ^,_\^        . 

Attrazione  dovuta  alla  zona  AF  sul  punto  m^  Che  se  il 
centro  della  sfera  é  fuori  .di  AF  ed  il  punto  attratto  verso 
questo  centro,  ha  luogo  lo  stesso  fenomeno  che  nel  rove- 
sciamento di  ARG  (pag.  295).  Si  ha  cioè 

» 

/w\  A        ^^5  I  R*  —  A* 

(7)  A  =  —  log 


A       ^  R'  —  h{2p  H-  h) 

Queste  due  ultime  equazioni  applicate  alle  callotte  ARC , 
ADG  danno  per  ambed  uè 

.         7rR5   .       R-4-A 
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ciò  che  bene  risponde  al  primo  teorema    newtoniano    che 
come  caso  particolare  si  contiene  nelle  due  anzidette  equa- 
zioni. 

Esso  teorema  è  relativo  all'  equilibrio  di  un  punto  co- 
munque posto  neirintemo  di  una  superficie  sferica  omo- 
genea.  Trattandosi  invece  di  un  suo  segmento,  a  quale  al- 
tezza sull'una  0  l'altra  base  troverà  equilibrio  il  punto  si- 
tuato internamente  sul  diametro  della  sfera  ?  Cade  in  ac- 
concio conchiudere  il  paragrafo  con  questa  ricerca.  Per 
maggior  semplicità  supponiamo  che  trattisi  della  zona  HG. 
Le  formole  (6)  e  (7)  ne  somministrano 

R"  — A'    ~  R*-4-A*-2yA     ^  '' 
d'onde  viene 

altezza  richiesta  alla  quale  il  punto  attratto  si  libra.  Que- 
sta semplice  formola  ci  avverte  che  per  jr  :=  R  ,  ossia 
quando  AG  divien  l'emisfero  HDI,  V  equilibrio  del  punto 
attratto  ha  luogo  in  D.  Inoltre  esso  il  punto  v'insiste  con 
certa  forza;  ciò  che  avviene  in  qualunque  zona  ad  una  so- 
la base,  come  si  ricava  a  priori  dallo  stesso  teorema  new- 
toniano testé  rammentato.  Ma  la  forza  d'insistenza  rimar- 
rebbe nella  oscurità  se  non  venisse  all'uopo  la  nostra  for- 
mola (4)  ,  dalla  quale  s'  inferisce  che  un  punto  materiale 
insta  al  fondo  di  una  zona  sferica  ad  una  sola  base  con  for- 
za pari  all'attrazione  che  subirebbe  dalla  zona  complementaria. 


C)  Si  Doli  che  g  rappresenta  1'  allezza  nota  della    superficie    at- 
traente,  e  per  ciò  slesso  9  «=  p  4-  /^* 
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SOLIDI  SFERICI- 

A  schivare  le  diflScoltà  dì  una  lunga  ed  impacciata  iiH 
tegrazione  consideriamo  il  punto  attratto  in  D.  Prima  di 
stabilire  la  formola  differenziale  analoga  alla  (1)  è  neces- 
sario conoscere  V  attrazione  che  la  minor  base  del  solido 
elementare  a/"  esercita  sul  punto  D.  A  tal' effetto  conside- 
riamo quella  base  come  risultante  da  una  infinità  di  cir- 
conferenze concentriche.  Il  perchè,  se  9  è  l'attrazione  do^ 
Yuta  all'intera  base,  ed  a  la  distanza  costante  tra  il  cen- 
tro dì  essa  ed  il  punto  attratto,  avremo 


y-   H-  à* 


espressione  che  integrata,  somministra 

(pzsuni  log(y*  -+-  a*)  -4-  C. 


Da  cui 


e  però 


C  =  —  TiJ  log  a*  ; 


(8)  tp^nilog^^'^—   , 

che  è  il  valore  finito  dell'attrazione  con  che  la  base  mi* 
nore  dell'elemento  solido  af  sollecita  il  punto  D.  Avremo 
dunque  poi  tutto  l'elemento 

(9)  d A  =  nò  log  -?- ^—dx  : 

X 

che  integrata  fra  i  limiti 

X  =  k'  j    0?  =s  A'  -♦-  p 

risulta  l'attrazione  del  segmento  AF 

.         .r,       (2R)''A'*'  -1 
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Fra  tutte  le  forinole  speciali  che  possono  trarsi  da  que- 
sta generale  quelle  relative  all'emisfero  meritan  solo  alcuna 
considerazione.  Esse  ottengonsi  con 

lo  che  importa 
(10)        A  =  7rRJ(l  -H-  log  2)  ,    A  =  nK9{ì  —  log  2). 

Se  ne  inferisce 

1.^  che  'gli  estremi  del  diametro  $ono  attratti  dcdV emisfero 
come  Vattrarrebbono  i  suoi  ^/^  riuniti  nel  centro  e  moltipli* 
cuti  per  la  somma  o  per  la  differenza  tra  Vunità  e  il  loga- 
ritmo iperbolico  di  2^ 

2.°  che  U  attrazioni  di  due  o  più  diversi  emisferi  eser- 
citate  come  sopra  stanno  fra  loro  come  i  raggi. 

Se  il  punto  attratto  giace  in  O,  si  yede  a  priori  essere 

A  =  2nKi. 

Sicché  Vemisfero  tanto  attrae  il  centro  quanto  la  sfera  Ve- 
stremità  del  diametro.  Ciò  risulta  ,  comparando  la  somma 
delle  equazioni  (10)  con  quest'ultima. 

8UP£EFI€IE  CONICHE. 

Sia  EG  un  tronco  di  superficie  conica  retta  e  D  il  punto 
attratto.  Avremo  per  l'elemento  eg 

Detto  a  l'angolo  EDn  ,  l'equazione  superiore  addiviene 

_ .  da? 

dA  =7ro  sen  2a,  —,    . 

£d  integrando 

X*=sni  sen  2a  log(x  -♦-*)-+-€. 
Per  X  =  0 
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C  =  ni  sen  2oc  log  k  , 
e  per  x  ^=  p 

\  =  ni  sen  2a  log  ^-— —  , 

k 

attrazione  richiesta  di  EG  sopra  D. 
Dai  confronto  delia  formola  ora  desunta  colla  (3)  emerge 

A  :  A'  ::  1  :  sen  2a. 

Quando  a  -^  45"  ,  come  nella  fig.  ,  le  due  attrazioni  non 
pure  si  eguagliano,  ma  quella  relativa  ad  EG  giunge  al 
maximum  della  sua  energia.  Allora  dalla,  equazione  supe- 
riore si  deduce  che  la  superficie  di  un  tronco  di  cono  a  lati 
eguali  rettangoli  attrae  la  sommità  come  V attrarrebbe  qualun- 
que circolo  concentrato  alla  distanza  di  un  raggio  dal  punto 
attratto  e  moltiplicato  pel  logaritmo  iperbolico  del  quoziente 
tra  V  alte  zza  del  cono  e  quella  complementaria  del  tronco. 
Inoltre,  appellando  a  ciò  che  è  stato  detto  a  pag.  (295,  e 
298)  (equazioni  (5)  e  (8)  )  essendo  m^n  =  Dm\  le  quattro 
diverse  superficie  EG,  AF,  HI,  HBI  attraggono  egualmente 
il  punto  D. 

SOLIDI  CONICI. 

La  formola  (8)  adattata  al  caso  nostro  diviene 

9  =  2ni  log.  sec.  «. 

E  poiché  può  sempre  prendersi  l'altezza  Dn  =  1  ,  avremo 
(fatto  il  lato  ED  =2)  più  acconciamente 

9  =r  2nò  log  l. 

Dunque  tutti  i  circoli  compresi  in  un  cono  retto  attraggono 
egualmente  un  punto  materiale  posto  al  vertice  (*).  Laonde 


(*)  Quesla  verilà  poleva  anco  derivar»  a  friori^  avuto   riguardo 
alla  uatura  particolare  delle  coordinate  colForigine  al  vertice  del  cono. 
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e  cono  e  tronco  attraggono  quel  punto  colle  forze  rispet- 
tive 

A  =  2nip  log  Ij    A'  =  27r V  log  l 

Ondechè  Vattrazione  delVun  solido  e  Valtro  sopra  il  vertice 
del  1.^  agguaglia  la  massa  di  una  circonferenza  avente  per 
raggio  V  altezza  del  \J*  o  del  %^  moltiplicata  pel  logaritmo 
iperbolico  delVapotema.  Di  più  fra  il  cono,  il  tronco  ed  un 
loro  circolo  qualunque  si  vede  a  colpo  d'occhio  esistere  i 
rapporti 

9  :  A  :  A'  ::  1  :  p  :  p'. 

SUPERFICIE   CILINDRICA. 

Rispetto  alla  superficie  in  discorso  la  forinola  (1)  si  can- 
gia in 

dA=27rBJ-^. 

R  -^x 

Per  integrare  questa  equazione  poniamo  B  =  1  ,  ciò  che 
può  sempre  farsi;  allora 

A  =  27rd(arc.  tang.  5=  a?)  -*-  C. 
Con  x=s  k 

C  =  —  2rrd(arc.  tang  =  *). 

Onde,  esteso  Tintegrale  fino  ad  x  =  p--^ k  ^  ottiensi  per 
la  superficie  cilindrica 

A  =  27r3(arc.  tang  =  p  -^  fc  --.  are.  tang  =  k). 

Se  il  punto  attratto  giace  al  centro  della  base 

A  =  27r$(arc.  tang  =  p). 

Yale  a  dire  che  Vattrazione  di  una  superficie  cilindrica  so- 
pra il  centro  della  base  viene  espressa  dalla  sua  massa  mol- 
tiplicata per  Varco  la  cui  tangente  è  Valtezza  del  cilindro. 
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CILINDRO  SOLIDO. 

I 

Abbiamo  dalla  equazione  (9) 

R*  -^-  x^ 

dA  =  Tid  log 3  —   do? . 

ove  supporremo  R  =  1 ,  e  quindi  integreremo  fra  i  limiti 

e  rappresentando  per  —  P  le    quantità    affette    dal  segno 
meno,  avremo  per  la  richiesta  attrazione  del  cilindro 

A  =  ;rd  [(p  -+-  *)  log    T*"^  ]  —  P-+-2arc.  tang=p-4-A'l. 

Pel  punto  attratto  giacente  al  centro  della  base  scompa- 
iono fc  e  —  P  9  e  per  p  ^=7  1  scompaiono  eziandio  i  segni 
logaritmico  e  trigonometrico;  cioè  si  ha  prossimamente 

A=ÌnJ    {•). 

Laonde  un  cilindro  d'altezza  pari  al  raggio  attrae  il  centro 

27 
della  base  come  Vattrarrehbono  i  .—  della  sfera  che  avesse  lo 

16  ' 

stesso  diametro  del  cilindro  e  si  riunisse  nel  centro  della  base 
opposta  al  punto  attratto. 

Questa  poche  tracce  sono  appena  l'abbozzo  di  una  teo^ 
ria  che  sembrami  poter  costituire  una  importante  parte 
della  meccanica  razionale.  Di  qui  Topportunità  che  i  ma- 
tematici procacciassero  di  darle  miglior  sesto ,  o  maggior 
ampiezza  a  somiglianza  di  quanto,  non  ha  molto  ,  è  stato 
fatto  rispetto  accentri  di  gravità  per  opera  segnatamente  del 
chiarissimo  prof.  Barsotti. 


■■^B««Mi*a 


(*)  É  da  noUrsi  ehe  log.  2-4-90<is«sS,26 39465,  il  perchè  le  qnan- 

9 
tità  trascendenti  si  riducono  alla  frazione  —  colla    differenza  dal  irero 

di  circa  — . 

7a 
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BV 


SUL    PRINCIPIO   DI   RECIPKOCITA     NELLA  TEORIA  DELLE  FORME. 

NOTA 
I^EL  SIG.  PBOV.  VBANCESCO  BBIOSCHI. 


1.*"  Eulero,  nelle  sue  ricerche  sulla  partizione  dei  nume- 
ri, ha  dimostrato,  che  il  numero  dei  modi  in  cui  un  nu- 
mero s  può  essere  formato  da  una  somma  di  r  termini 
della  serie  0,  1,  2, ...  n  ;  (supponendo  che  ciascun  elemen- 
to possa  essere  ripetuto  un  indefinito  numero  di  volte);  è 
eguale  al  coefficiente  di  x'z''  nello  sviluppo  della  espres- 
sione : 

^  '  (1  --z)(ì-xz)  ...  (l-^"z)  • 

Supponiamo  : 

Z  =  1  -^-  A|Z  -+-  AaZ*  -4-  A.jz^  -^  .  .  .  , 

» 

cambiando  la  z  in  xz  si  ha  : 

(1  —  z)Z  =  (1  —  x-'^'z)(ì  -+-  X,xz  -f-  A,j?V  -4-  ...) 
per  la  quale  : 

A,(l  -  xr)  =  A^.(l  ^  a?-«) 
e  quindi  : 

<^^      ^'-        (l  ~  x)(l  -  x^) ...  (l  -  s-)        ='^<')- 
Suppongasi  : 

(/.(jj)  «r  1  -4-  C,jc  -*-  C^x*  -^  C  o:^  -+-  .... 

si  avrà  : 

^'{x)  C,  -4-  2C^x  ^  3C  .0?"  -+- 


ed  indicando  con  f\x)  ,  (p(x)  il  numeratore   ed  il  denomi- 
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natoro  di  ^(x)  si  avrà  anche  : 

f (x)  ^  ri^)     f'jx) 

^(x)  f(x)  9(ar)  " 

Siano  ect ,  oci  ....  le  radici  dell'equazione  f{x)  =a  0 ,  e  j3i , 
/3j  .  . .  quelle  della  9(0;)=  0  ;  pongasi  : 

_  1  1  11 

8Ì  otterrà  : 

il  quale  valore  posto  a  confronto  col  superiore  dà  luogo  alle 

2C,  —  C,*,  -t-  », 

3C3  =  Cj»i  -•-  C,#a  -•-  *3»  ec. 

dalle  quali  si  dedurrà  : 

»,  —  1       0     0 


C,= 


r(.--i) 


», -2 


0 


»t-x     »t-i      *l-3   ....    — (»■— 1) 

8f  8g^  I        v^^2    •  •  •  •    0 1 


Rappresenti  Ef- j  una  quantità  che  é  nulla  $e  k  non  è  di- 
visibile esaltamente  per  ky  ed  è  eguale  a  k  nel  caso  con- 
trario; rammentando  le  note  proprietà  delle  radici  delle 
equazioni  binomie  si  troverà  facilmente  che  : 


*„=i 


-e(^)-....-e(-"-)ì 
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per  mezzo  della  quale  si  otterranno  ad  un  tratto  i  valori 
numerici  delie  «i  ,  «2  •  •  •  • 

Si  osservi  che  il  valore  (2)  di  (p(ar)  si  può  anclie  porre 
sotto  ia  forma: 

^  (1  -  gr-^'Hi-^""') ....(!-  x'^^) 
^^  '  (1  —  x)(ì  -  x') (Ì  —  X-)       ' 

e  siccome  evidentemente  questa  espressione  sarebbe  il  coef- 
ficiente di  z"  nello  sviluppo  della  : 

l 

(1  —  x)(ì  —  xz) (Ì'-X^'Z) 

siamo  condotti  al  seguente  : 

Teorema  1.^  Il  numero  dei  modi  in  cui  un  numero  s 
può  essere  formato  da  una  somma  di  r  termini  della  serie 
0,  1|  2,  ....  n  è  eguale  al  numero  dei  modi  che  il  mede- 
simo numero  può  essere  formato  dalla  somma  di  n  termini 
della  serie  0,  1,  2  ...  r. 

2.*  Vogliasi  ora  mediante  gli  elementi  a^y  a^  ^ ...  a,i  for- 
mare una  funzione  omogenea  del  grado  r  ed  omogenea  in 
indice  deirordine  s.  Il  numero  dei  termini  di  quella  fun- 
zione sarà  eguale  al  numero  dei  modi  nei  quali  il  numero 
8  può  essere  formato  da  una  somma  di  r  elementi  ,  ripe- 
tuti o  no,  della  serie  0,  1,  2  ...  n  ;  e  quindi  pel  teorema 
superiore  ne  risulta  il  : 

Teorema  2.®  Una  forma  di  grado  r  ed  omogenea  in  in- 
dice dell'  ordine  s  composta  cogli  elementi  a^  ,  ai ,  ...  a„ 
cousta  di  un  numero  di  termini  eguale  a  quello  dei  ter- 
mini di  una  forma  di  grado  n  ;  omogenea  in  indice  dell' 
ordine  s  e  composta  cogli  elementi  a^ ,  a,  .  .  .  a^. 

La  proprietà  contenuta  in  questo  teorema  é  quella  che 
denominiamo  principio  di  reciprocità  delle  forme.  Per  esem- 
pio considerando  l'equazione  del  quarto  grado  : 

a^x^  H-  a^x^  -*-  a^x^  -+-  a  j?  -*-  a4  =  0, 

Antiali  di  Scienze  Stai,  e  Fis.  T.  VII.  agosto  1856.  20 


(  306  ) 
ed  indicando  con  Xi  ^  x^  j  x^ ,  Xj^  ìe  radici;  é  noto  che  la 
funzione  simmetrica  1  x^i  x^^  x^  sarà  del  terzo   grado  ed 
omogenea  in  indice  del  sesto  ordine;  si  avrà  quindi  : 


s 


m 


=  .^E(=)^E(=)-E(=)-E(=)-E(^) 


per  CUI  : 

«1  =  1,  #,  =  3  >  *3  =  4  ,  *4  =  3,  #5  =  —  4,  «6=0 
e  : 

cioè  il  numero  dei  termini  della  funzione  dei  coefficienti 
equivalente  a  quella  funzione  simmetrica  sarà  cinque.  Quin- 
di pei  principio  di  reciprocità  sarà  pure  cinque  il  numero  dei 
termini  della  funzione  dei  coefficienti  equivalente  alla  fun- 
zione simmetrica  2  x^t  x^^  formata  colle  radici  Xi  ^  x^^  x^ 
della  equazione  del  terzo  grado  : 

3.^  Supponiamo  che  la  forma  di  grado  r  ed    omogenea 
in  indice  dell'ordine  s  debba  soddisfare  all'equazione  : 

<3)  «od-^-"^"'d-^*--'-^^"''-'d^.  =  ^' 

Questa  servirà  a  determinare  un  certo  numero  di  coeffi-* 
cienti  numerici  della  forma  medesima;  il  qual  numero  sarà 
evidentemente  eguale  al  numero  dei  termini  che  si  otten- 
gono operando ,  sulla  forma  che  si  considera ,  col  primo 
membro  dell'equazione  superiore.  Ma  la  funzione  risultante 
da  questa  operazione  sarà  omogenea  di  grado  r  ,  omoge- 
nea in  indice  dell'ordine  «"— 1  ,  per  cui  il  numero  dei  ter* 
mini  della  medesima  sarà  G^.i  ,  ed  il  numero  dei  coeffi- 
cienti che  rimangono  indeterminati  nella  formola  che  si 
considera  sarà  : 

H#  =  C,  —  w-i' 
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Se  a  quei  coefficienti  indeterminati  si  danno  dei  valori  ar- 
bitrar] si  potranno  ottenere  moltissime  forme  differenti  fra 
loro;  ma  evidentemente  di  queste  non  saranno  indipenden- 
ti che  un  numero  H  ,  essendo  le  altre  legate  ad  esse  per 
mezzo  di  equazioni  lineari  a  coefficienti  numerici.  Questa 
importante  osservazione  é  dovuta  al  Sig.  Cayley« 

Il  valore  di  H,  si  può  ottenere  senza  calcolare  a  parte 
i  valori  di  C,  e  G^i  ;  osservando  che  G«-,  é  il  coefficiente 
di  x''^z''  nello  sviluppo  della  (1),  oppure  il  coefficiente  di 
x'z''  nello  sviluppo  della  espressione  : 


X 


(1  —  z)(l  —ccz)...(ì  —  oTz) 
e  quindi  sarà  H,  il  coefficiente  di  x'z'^  nello  sviluppo  di  : 

1— ^ 

(1  —  z)(ì  —  a?z)  .  •  .  (1  --  x^z)  ' 

Per  cui  ponendo  : 


si  avrà  : 


H,  =  C,  —  C,-|  = 


r(^ì) 


Pi-^ì      0  .  • .  .  0 

/>a    Pi  —  2    ....    0 


Ps-j  Ps'2  Ps'S    •    •    .—(«—1) 
Ps      Ps'i  P9-2    •••/>! 

Si  consideri  ora  una  forma  di  grado  n  ed  omogenea  in  indice 
dell'ordine  s  la  quale  soddisB  all'equazione  : 


a 


"  dai 


2a, 


da. 
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Pel  principio  di  reciprocità  sarà  G,.,  il  namero  dei  termini 
della  funzione  risultante  dalFoperare  col  simbolo  superiore 
sulla  forma  che  si  considera;  e  quindi  sarà  H,  il  numero 
delle  forme  di  questa  specie  indipendenti  fra  loro. 

4.^  Le  forme  conosciute  che  soddisfano  all'equazione  su- 
periore sono  gli  invarianti,  i  coefficienti  della  equazione  ai 
quadrati  delle  differenze  delle  radici  di  una  equazione  qual* 
siyoglia,  ed  il  primo  coefficiente  di  un  covariante  qualunque. 
Per  un  invariante  di  grado  r  di  una  forma  deirennesimo 

grado  si  ha  e  ^  ^?  —,  per  cui  il  valore  di  s  non  cambia  per- 

mutando  le  r,  n.  Pel  principio  di  reciprocità  si  avrà  quindi 
che  ad  ogni  invariante  di  grado  r  della  forma  deirenuesimo 
grado  corrisponde  un  invariante  di  grado  n  della  forma  deli' 
erresimo  grado. 

Pel  primo  termine  di  un  covariante  di  grado  r  rispetto  ai 
coefficienti,  e  di  grado  m  rispetto  alle  variabili  della  forma 
dell'jenqesimo  grado  si  ha  5  =  i  (nr  —  m) ,  il  quale  valore 
non  muta  permutando  le  r,  n.  Ora  un  covariante  é  determi-» 
nato  allorquando  se  ne  conosca  il  primo  termine  ed  il  grado 
rispetto  alle  variabili;  quindi  pel  principio  di  reciprocità  ad 
ogni  covariante,  della  forma  dell'ennesimo  grado,  di  grado  r 
risp<stto  ai  coefficienti,  e  di  grado  m  rispetto  alle  variabili 
corrisponde  un  covariante  della  forma  dell'erresimo  grado  , 
di  grado  n  rispetto  ai  coefficienti  e  del  grado  m  rispetto  alle 
variabili,  Questa  proprietà  degli  invarianti  e  dei  covarianti 
costituisce  la  legge  di  reciprocità  scoperta  dai  Sigg.  Sjlvester 
ed  Hermite;  essa  è  manifestamente  una  conseguenza  del  prin- 
cipio di  reciprocità. 

5.^  Consideriamo  uqa  funzione  qualsivoglia,  di  grado  r  e 
di  indice  «,  dei  coetiQcienti  a^^  ^  ai  .  ,  .  a„  della  forma  f{x^  y), 
e  suppongasi  di  pvere  espressa  la  funzione  medesima  per  le 
radici  della  f(xy  1)  =  0  ;  domandasi  quale  sarà  il  massimo 
nuniero  di  funzioni  simmetriche  delle  radici  che  entreranno 
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comporre  quella  (unzione.  À  ciò  rammentiamo  1.^  che  il 
grado  di  ciascuna  funzione  simmetrica  sarà  eguale  ad  Sy 
2.^  che  in  ciascuna  funzione  simmetrica  le  radici  non  do^ 
vranno  essere  affette  da  esponente  maggiore  di  r/  É  quindi 
evidente  che  la  quistione  superiore  equivale  al  ricercare  in 
quanti  modi  il  numero  s  può  essere  formato  dalla  somma 
di  n  elementi,  uguali  o  disuguali,  della  serie  0, 1,2, ..,  r. 
Sarà  quindi  questo  numero  eguale  a  Cj  cioè  al  numero  dei 
termini  della  funzione  che  si  considera.  Supponiamo  che 
questa  funzione  sia  fra  quelle  che  soddisfano  la  equazione 
(3)j  espressa  mediante  le  radici  :ri ,  x,  ...  x^  della  f{xjì)—0 
dovrà  soddisfare  la  s 

i.^_t _...._.  A=o, 

dj?i         àx^  dxn 

la  quale  varrà  a  determinare  un  numero  Gj.|  di  coefficien- 
ti numerici,  per  cui  ne  rimarranno  H^  indeterminati.  Dun-» 
que  allorquando  si  suppone  essere  il  massimo  il  numero 
delle  funzioni  simmetriche  che  entrano  a  formare  quella 
fun^zione  si  ottengono  U,  funzioni  delle  radici  indipendenti 
fra  loro;  ma  d'altra  parte  sappiamo  che  questo  appunto 
deve  essere  il  numero  delle  forme  indipendenti  di  grado  r 
e  di  indice  s  per  una  forma  binaria  deirennesimo  grado  ; 
quindi  si  avrà  il  seguente  : 

Teorema  3.^  Se  una  forma  dei  coefficienti  della  f(xj  y) 
la  quale  soddisfi  all'  equazione  (3)  si  esprime  in  funzione 
delle  radici  della  f(xj  1)  =  0  ,  il  numero  delle  funzioni 
simmetriche  che  entrano  a  comporli  é  eguale  al  numero 
dei  termini  della  forma  medesima. 

Ponga$i  0X9L  : 

(a*"^.  Norma  (X^  -^-  a:,X|  -t-  x^yXi  -»-•...-<-  ar'*,X^) 

(5)    l 

f  =  {ajio  -4-  a,X,  -4-  ...  -4-  a^X,.)*  -, 

è  evidente  che  alla  funzione  simmetrica  del  primo  membro 
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OC        oc 

lx^^  x^  .  .  .  corrisponde  nel  secondo  membro  il  monomio 

r         *' 

a/  Qj^ .  .  .  ;  di  cui  l'indice  è  eguale  al  grado  della  fan- 

I        a 

zione  simmetrica;  ed  é  deirennesimo  grado.  Ciò  posto  con- 
sideriamo un  invariante  di  grado  r  e  di  indice  s  della  forma 
deirennesimo  grado  f(xyy);  supponiamo  die  il  medesimo  Ven- 
ga espresso  in  funzione  delle  radici  della  f{Xj  1)=0,  e4  in 
luogo  delle  varie  fnnziotri  simmetriche  che  lo  cosipongono 
si  sostituiscano  le  espressioni  corrispondenti  date  dal  se- 
condo membro  della  (5);  si  otterrà  una  nuova  funzione  dei 
coefficienti  Aq  9  ^i  '  ^a  9  ****  ^rì  di  grado  n,  di  indice  5, 
e  composta  di  un  numero  di  termini  eguale  a  quello  del- 
Tinvariante  che  si  considera.  Questa  nuova  funzione  sarà 
per  la  legge  di  reciprocità  un  invariante  di  grado  n  e  di 
indice  s  della  forma  binaria  delferresimo  grado.  Una  ana- 
loga proprietà  vale  pei  covarianti.  Per  esempio ,  sia  A  il 
discriminante  della  forma  del  terzo  grado  : 

e  9  il  suo  coefficiente  quadratico.  II  coefficiente  del  primo 
termine  del  covariante  A.^  é  : 

A.(a^aa  —  a',) 

la  quale  forma  espessa  in  funzione  delle  radici  Xi  y  x^j  X3 

dà  : 

243A.(ao  «a  —  a%)  =  a^  [22^6,  x^  x^  -^  32x5,  x^^ 

-♦-  62a;4|  x^2.  ^'3  *^  42a:',  x^^  «^3  -♦-  2a;4,  x^^  «3 

—  Zlx^^  a:*a  ^3  —  42a:4|  x^^  —  2x^i  x^^  ]  . 

Si  formi  ora  la  espressione  : 

a^^  Norma  (X^  -4-a:,  X,  -<-  .  .  .  -h-  a:,6  Xe) 

=  (aJLo  -+-  Oi  X,  -♦-...-♦-  ae  Xg)* 
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e  dal  confronto  dei  coefficienti  delle  medesime  potenze  del-* 
le  Xg  9  Xi  ...  nei  due  membri  di  questa  equazione  si  han-* 
no  le  : 

tjfi^  lafl^  Xi  ^3  =  3a*,  ae  ,     a^^  Ix^i  x\  2=a  6a^  a^  a^  ec. 
per  cui  sostituendo  si  otterrà  : 

Ì2{a^i  ae  -*-  3a„  «3  «5  -f-  Zt^^  ar^  —  2»^  «*3  -+-  «i  «3  <»4 
—  3ai  a»  as  —  2a^  a*4  —  o^  a^  ag) 

la  quale  espressione  é  il  coefficiente  del  primo  termine  del 
coyariante  quadratico  della  forma  di  sesto  grado  come  ab- 
biamo trovato  in  altra  occasione.  Il  metodo  suesposto  di 
applicare  la  legge  di  reciprocità  é  dovuto  al  Sig.  Hermite 
{Th€  Cmmbriige  Journal  n.^  35), 

6/  I  coefficienti  dell'  equazione  ai  quadrati  delle  diffe- 
renze  delle  radici  di  una  equazione  qualsivoglia  soddisfa- 
cendo all'equazione  (3)  saranno  composti  di  forme  ebe  vi 
soddisfano,  le  quali  saranno  o  invarianti,  o  coefficienti  di 
primi  termini  di  covarianti.  Il  numero  H,  rappresentando 
il  numero  dei  coefficienti  numerici  che  rimangono  indeter- 
minati  sarà  il  numero  dì  quelle  forme  cbe  entrano  a  com- 
porre il  coefficiente  di  un  determinato  termine.  Ora  ab- 
biamo dimostrato  nella  «ota  <c  Sul  discriminante  delle  fun- 
zioni omogenee  ec.  »  che  il  valore  di  s  pel  coefficiente 
deir  (t  -4-  l)esimo  termine  è  2»  ;  e  che  il  valore  di  r  è  2, 
4,  6 .  .  .  2(n — 1)  pei  coefficienti  dei  termini  secondo,  ter- 
zo ...  ennesimo,  ed  é  2(n  —  1)  per  tutti  gli  altri.  Ne  ri- 
sulta che  per  t  non  3>  ^  —  1  il  numero  di  quelle  forme 
sarà  eguale  ad  H2,  purché  nell'espressione  (4)  facciasi  r=2t 

e  per  t n  —  1'  il  numero  di  quelle  forme  sarà  H^/  po- 
sto r=2(n  —  1)  nell'espressione  (4).  Notisi  che  per  2«<n 
dovrebbesi  nella  formo^  (4)  porre  2%  in  luogo  di  n ,  ma 
siccome  in  questo  caso  i  termini    negativi    della    formola 
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stessa  non  indaiscono  sul  valore  di  Hu  si  potrà  far  uso  di 
essa  senza  variazione. 

I  coeiBcienti  della  risolvente  di  Lagrange  per  una  equa- 
zione di  grado  n  ,  numero  primo  ,  sono  pure  omogenei , 
omogenei  in  indice  e  soddisfano  all'equazione  (3).  li  coef- 
ficiente del  termine  (t-H-l)esimo  essendo  del  grado  ni,  omo- 
geneo in  indice  dell'ordine  ni,  il  numero  delle  forme  che 
comporranno  il  coefficiente  medesimo  sarà  Hm  ponendo  nella 
(4)  f  =z  ni  y  per  cui  si  potrà  assumere  : 

Queste  forme  saranno  tutte  coefficienti  di  primi  termini  di 
covarianti  della  forma  di  grado  n  ;  cioè  saranno  i  coeffi- 
cienti dei  primi  termini  dei  covarianti  di  grado  ni  rispetto 
ai  coefficienti  è  di  grado  ni{n  —  2)  rispetto  alle  variabili 
delia  forma  medesima. 

Settembre  1856. 
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SOPRA    I   RESTI   DI   STURM 

NOTA 
HEL  Sro.  CàT.  V.  Wkk'  HI  BRVNO 


Siano  le  funzioni  : 


ed  applichiamo  alle  medesime  il  processo  del  massimo  co- 
mnn  divisore,  seguendo  le  norme  indicate  dal  Sig.  Sturm 
circa  ai  segni  dei  resti.  Notiamo  con  Ufi  il  resto  digrado 
n  —  [i  j  e  poniamo 


Q 


-  =  «^  jr»  -+-  5,  a?-*  -4-  s^  jr3 


'p  ^"'^ 


Si  avrà  per  u^^  dietro  il  metodo,  cosi    appellato    dal    Sig. 
Cauchy,  delle  chiavi  algebriche^  l'espressione 


«o         «I 


^2     •     •      •     ^/t-I 

*3    •    •    ■    v/c 


'/«-a   */«-!    '/«•••    '2/A-3 
^o        ^1       ^2  •    •    •    Sa-i 


ove 


I  valori  poi  di  «^  ,  «,  ,  «,  •  •  •  saranno  dati ,  come  ho  già 
annunziato  in  una  Nota  precedente,  dalla  formola  : 
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».  =  (-4)" 


1 

0 

«0 

0 
0 

.  .  .  0 

.  p-^-l 

.  .  .  0 

K 

«a 

«1 

a. 

.  .  .  0 

m 

«3 

>       • 

«a 

•       • 

«1 

• 

.  .  .  0 

«          •         •     • 

*p-i    «;>-i    «p-2    «p-3    .    .    .    «^ 

6p      dp      A^-i  ^p^2  •  •  •  ci| 

La  espressione  di  u^c ,  salvo  qualche  modificazione,  fu  (itH 
vata  dal  Sig.  Ganchj,  ed  è  ben  più  semplice  ed  esplicita 
di  quella  data  dal  Sig.  Brìoschi  in  questi  Annali ,  in  cui 
la  variabile  si  trora  ancora  amalgamata  coi  coefficienti.  Ma 
Tillustre  Geometra  non  area  dato  i  valori  di  s. 

Osservisi  ora  che  dessa  può  ancora  semplificarsi.  Io  fatti 
S/  può  considerarsi  come  parte  del  coefficiente  di  arC*"'"'^ 
nel  prodotto  di  > 


per  la  serie 


o_  u>  I  ■  8i   3C       '  I  '  8t  X 


-3 


prodotto  che  non  è  altro  se  non 


i>^x 


r'  -1-4,  a:-2-i-òa  x'^  -t-  ...  -t-éyi-/^./.,  jr-("-^"*"')  -+-... -i-i^.,jr*- 


Da  ciò  si  ricava  che 


an  «/-/-i) 


Allora  per  un  principio  noto  della  teoria  dei  determinan- 
ti, quello  che  figura  nell'espressione  di  u^ ,  può  ridursi  a 
tale  che  S^ ,  Si ,  S^  •  .«  abbiano  i  nuovi  valori  segtieali  • 
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So   =  */!-/-! 

Si  =  b„.i  —  an^i  8^ 

Sa  =  ^«-/+i  —  «ZI-/  *i  —  «flW+i  *o 


In  questo  modo  basterà  calcolare  Sp  per  valori  di  p  com- 
presi fra  0  e  fx — 2  ,  mentre  prima  si  sarebbero  dovuti  cal- 
colare fino  a  2/x — 1  . 

Seguendo  ancora  il  metodo  delle  chiavi  algebriche  ,  si 
può  esprimere  il  resto  Ufi  in  funzione  delle  radici,  ciò  che 
il  Sig.  Ganchj  non  he  fatto.  Fo  osservare  a  questo  fine  , 

che  chiamando  F  la  derivata  di  P  e  (^)  ciò  che  diventa 

—  ,  fattovi  X  =Xi  j  Xi  essendo  una  delle  radici  deirequa- 
zione  P  =  09  si  ha 


h 


-nv).  <  ■ 


Allora  ricorrendo  alle  chiavi  anastroficbe  ,   trovo  meno 
un  fattore  positivo  che  scarto. 
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-«H^O.f?^),-(p'l 


...  1 


J7|  ^3         ***    ^/| 


x: 


x: 


•  •  •   UCm 


J7,  •*'2  •••   **« 


£ 


a:' 


1 


X, 


0?; 


1 


X 


7. 


x: 


Xfi 


xl 


X 


.«*-a 


X 


/«-a 


X'. 


tt-a 


«r*  D.    «r*  D.  ...  ar"-*  D 


•i     » 


tt-l 


^fl^fJi'l+t 


ove  i  simboli  derivativi  D^^  ,  D^^  ,  ec.  si    riferiscono    al 

1  a 

coefBcieate  an^/i^i^i  considerato  come  funzione  delle  radici. 
Quando  Z=n— /x,  si  vede  che  D^^  ai  =  — «ox^;  allora 

sorge  fuori  il  quadrato  di  un  determinante  ,  ed    il  coeffi- 
ciente della  più  alta  potenza  da  w^  sarà  proporzionale  a  : 


^f)jf);--(p')« 


«O         *I 


*l   •    •    •    '/i-I 


'i       'a        '3  •    •    •   '/* 


'/*-a   ^ju-i    •    •    •    •   ^2/«-1 


'/*-!    '/* 


2/«- 


*2,u-a 


Se  di  più  0  =  P'  ,  i  coefficienti  delle  più  alte  potenze  sa- 
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ranno  proporzionali  ai  diversi  determinanti  situati  lunghes- 
so la  diagonale  {s^  —  ^a.a.2)  9  ed  il  numero  delle  variazioni 
di  segno  che  dessi  offriranno  uguaglierà  quello  delle  cop- 
pie delle  radici  immaginarie  che  soddisfanno  all'equazione 
proposta  P  =:  O9  cosa  del  resto  ben  nota. 

Hi  giovo  di  quest'occasione  per  tributare,  come  ne  fui 
avvertito,  al  Sig.  Bezout,  il  merito  d'aver  pel  primo  tro- 
vato le  risultanti  dell'eliminazione  sotto  forma  di  determi- 
nanti, che  io  dava  nella  Nota  (Nov.  1855).  Ciò  io  perfet- 
tamente ignorava,  altrimenti  non  mi  sarei  gettato  in  inutili 
ricerche. 


MOTO   DEL   DOPPIO   CONO   LUNGO   DUE    DIRETTRICI    RETTILINEE 
POSTE    IN   PIANI    VERTICALI    TRA   LORO   CONVERGENTI. 

NOTA 

HEL  UC.  PROV.  MàTTIà  àZZàHELLI 


1.  Siano  AB,  À'B'  (fig.  1.*)  le  proiezioni  orizzontali  di 
due  piani  verticali  tra  loro  convergenti  sotto  un  angolo  2(p. 
Per  maggior  semplicità  supporremo  in  principio  che  le  due 
direttrici  siano  della  medesima  altezza  a  al  disopra  dell'o- 
rizzonte, e  quindi  esamineremo  il  caso  in  cui  abbiamo  una 
inclinazione  9. 

2.  Se  sopra  le  due  direttrici  cosi  disposte  venga  collo- 
cato un  doppio  cono  omogeneo  in  modo  che  la  sua  base 
YT  si  trovi  nel  piano  bisecante  l'angolo  diedro  2f  fatto  dai 
piani  verticali,  avverrà  il  moto  del  cono  dalla  parte  ove  i 
piani  sono  divergenti,  e  questo  moto  non  cesserà  altrimenti 
se  non  quando  i  vertici  del  cono  siano  sopra  le  due  diret- 
trici. 

Poniamo  che  abbia  avuto  luogo  il  molo  per  un  tempo  ^, 
ed  il  cono  sia  pervenuto  in  una  determinata  posizione.  Se 
consideriamo  il  piano  verticale  AB  é  facile  concepire  che 
desso  nel  continuo  moto  del  cono  tende    a  tagliar    questo 
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secondo  sezioni,  le  quali  sono  sempre  tra  loro  parallele,  e 
che  queste  sezioni  sono  ellisse  le  quali  hanno  i  centri  su 
di  una  retta,  che  partendo  dal  vertice  S  ya  al  punto  me- 
dio di  un  altra  retta  che  passa  per  Y  ,  ed  è  parallela  al 
piano  AB,  onde  risulta ,  che  questi  centri  sono  tutti  al- 
locati nell'angolo  YSG.  Se  ora  immaginiamo  condotto  per 
l'asse  del  cono  un  piano  orizzontale ,  le  ellissi  risultanti 
dalle  sezioni  dei  piani  verticali  si  trovano  metà  al  disopra 
e  metà  al  disotto  di  questo  piano  orizzontale,  ed  hanno  per 
assi  maggiori  MN,  M'N'.  E  poichò  in  ciascuna  di  tali  se- 
mi-ellissi il  punto  di  massima  distanza  dall'asse  maggiore  è 
quello  di  loro  tangenza  colla  rispettiva  direttrice  ,  cioè 
quel  punto  che  corrisponde  al  semi-asse  minore;  cosi  se  si 
congiungono  i  punti  di  tangenza  di  esse  ellissi,  come  mm\ 
si  ottiene  una  retta  la  quale  è  tra  l' asse  SS'  del  cono ,  e 
l'origine  delle  coordinate,  onde  l'asse  del  cono  e  l'asse  delle 
successive  rotazioni  sono  in  due  distinti  piani  verticali  e 
paralleli. 

Ora  il  peso  della  massa  del  doppio  cono  é  costantemente 
applicato  nel  suo  centro  G  di  gravità,  e  la  verticale  con- 
dotta per  questo  punto  dista  di  tutto  Cp  dalla  retta  che 
unisce  i  punti  del  contatto  :  dunque  se  intendasi  a  questo 
peso  sostituito  lo  stesso  peso  applicato  in  />,  ed  una  cop- 
pia di  braccio  di  leva  Cf  e  di  forza  eguale  al  peso,  si 
comprende  che  il  doppio  cono  esercita  sopra  le  due  diret- 
trici una  pressione,  e  che  nello  stesso  tempo  ha  luogo  la 
rotazione  prodotta  dalla  coppia  col  momento 

C/>  X  P, 

designando  P  il  peso  del  doppio  cono  :  però  il  braccio  di 
leva  diminuendo  col  progredire  il  cono  nel  suo  moto,  os- 
sia coll'av vicinarsi  le  ellissi  parallele  al  vertice  del  cono; 
l'effetto  della  forza,  e  quindi  esso  molo  di  rotazione  ces- 
serà lorquando  l'indicato  braccio  di  leva  è  zero. 
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3.  Veduto  come  e  perchè  debba  avvenire  il  moto  del  co- 
no, poniamo  che' M,  N  siano  le  projezioni  orizzontali  dei 
vertici  di  una  delle  indicate  ellissi,  e  chem  sia  quella  del 
suo  centro. 
Si  ponga 

OP  c=  j? ,     PM  =  y. 
ed  ancora 

OA  =  m 

YS  =5  !  lato  del  cono 
CS  =  A  altezza  del  cono 
YST  =  2cc  angolo  al  vertice  del  cono 
SNM  =  /3 

BO'B'  =  2f  angolo  diedro  formato  dai  due  piani  verticali 
YG  =  r  raggio  della  base  del  cono: 
avremo 

MN      sen  2^ 


ma 


dunque 


e  quindi 


MN  = 


MS        sen  fi 

MS       VS 

Sr"^CS   ' 

MN  _  YS.sen  2a 
Sr        CS.sen  fi 

Sr.YS.sen2a       l(h  —  y)sen2a 


CS.sen  fi  h  sen  fi 
Ora  essendo 

^        ,,                   MN  Uh  —  v)sen2acosd? 

Pp  =  Mm  cos®  =  -— — -  cos  ^  =  -^ ^ ' 

^                   *           2           ^  2Asen/3 

potremo  avere  V  ascissa  dell*  asse  istantaneo  di  rotazione , 
cioè 
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n«  —  ^  -^  <(*  —  y)gcii2g  COS9 
^  2Asenj3 

Poiché  fra  gli  angoli  a,  /?,  9  esiste  la  relazione 

le  doe  IroTale  espressioni  diverranno  ancora,  essendo 

l  sen  a  =  r , 

_  r(*  —  y)cos  g  cos  y 
^'  ^  Acos(y  — a) 

/9\  n«  -  ^  -^  r(A->y)cosgcosy 

k  cos(f  —  a) 

4.  Se  si  volesse  ora  che  il  doppio  cono  stesse  al  princi- 
pio del  moto,  cioè  che  V  asse  di  rotazione  si  confondesse 
con  ÀA'  dorremo  porre  la  condizione 

r(A  — y)cosgcosy 
X  -i —  5=  U  - 

k  cos(9  —  a) 

Poiché  abbiamo 

y  =  X  tang  9  -+-  m 

possiamo  ricavare  da  qneste  due    equazioni  le  coordinate 
corrispondenti  al  principio  del  moto. 

Eliminando  la  y  deduciamo 

r(k  —  m)cos  a  cos  f 

h  cos(f  —  a)  —  r  cos  a  sen  9 
ovvero 

r(h  —  m)cos  a 


h  cos  a-^(h  sen  a  —  r  cos  a)tang  9 

e  perché  nel  cono 

r  =  h  tang  a  ; 
avremo  in  fine 


r(h  —  m) 
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e  quindi 

...  m(h  -+-  r  lang  <p)  —  rh  tang  <p 

A 

5.  Essendo 

Mr   _  ve 

Sr    ""CS" 
59  rà 

Mr=Pc  =  !!::I£=!li=iyL, 

cs  A       ' 

«  quindi 

(5)        cp=^cf-fp=:±:pì^^^f^^ 

h  cos(9  —  a) 

•che  è  la  lunghezza   variabile  del  braccio  di  leva. 

Da  questa  espressione  (5)  risulta  che  al  crescere  della  y 
il  braccio  di  leva  diminuisce  così  da  annullarsi  per  y=A, 
cioè  la  forza  che  produce  il  moto  passa  per  Tasse  di  ro- 
tazione quando  i  vertici  del  doppio  <;ono  insistono  su  i 
piani  verticali  :  dalla  medesima  espressione  si  rileva  an- 
cora, che  se  i  piani  da  convergenti  passano  ad  essere  pa- 
ralleli il  moto  cessa  perchè  9  »»  0.  Quindi  ovunque  si  pon- 
ga il  doppio  cono  rimarrà  sempre  in  equilibrio  non  pro- 
ducendo che  pressioni  sopra  i  piani  verticali.  Finalmente  la 
medesima  espressione  (5)  può  annullarsi  ancora  per  a=0: 
ma  conservandosi  la  r  diversa  dallo  zero,  il  cono  si  trasforma 
in  un  cilindro,  il  quale  non  concepirebbe  alcun  moto. 

Da  queste  osservazioni  risulta  che  nel  caso  dei  piani  con- 
vergenti non  esiste  pel  doppio  cono  veruna  posizione,  fuori 
di  quella  corrispondente  ad  y  =  A  ,  nella  quale  possa  tro- 
varsi in  equilibrio. 

6.  La  retta  che  congiunge  i  centri  delle  due  ellissi  ,  e 
Tasse  del  cono  sono  nel  medesimo  piano  orizzontale,  asse- 
gnato dunque  che  sia  il  semi-asse  minore  dell*  ellisse  cui 
il  piano  verticale  è  tangente,  si  avrà  pure  Taitczza  al  di- 
sopra delTorizzonte  del  centro  del  cono. 

AnnaU  di  Scienze  Mal,  e  Fis.  T.  VII.  settembre  1856.  21 
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Se  ora  si  determina  l'equazione  della  ellisse,  'di  cui  BIN 
è  Tasse  maggiore,  si  trova  facilmente 

a   (d  —  Xi)xt  sen  fi  sen(/3  -+-  2a) 

ove  0^1  y  jfi  sono  le  coordinate  dì  qualunque  punto  dell'el- 
lisse,  e  d  è  Tasse  maggiore.  Fatto  quindi  x=  ^  e  rappre- 


2 
sentato  per  b  il  semi-asse  minore  avremo 

Indicando  per  a  l'altezza  dei  piani  verticali,  e  designando 
per  X,  Y  le  coordinate  del  centro  del  cono  sarà 

r{h-y) 


\  =  x 


(6) 


h 

r(A  _  y) 


D, 


ponendo 


„=!/(___, 


'sen(/3  -+-  2a)  \ 
sen  /3        /  * 

7.  Se  tra  queste  equazioni  si  elimina  la  x  ne  risulta  V 
equazione  alla  linea  descritta  dal  centro  del  cono.  À  que- 
sto fine  si  riprenda 

y  z=z  m  ^*-x  tang  9 

e  si  sostituisca  nella  prima,  il  che  fatto  troviamo 

AX  —  rlh  —  m) 

Of=  — r i . 

A  —  r  tang  f 

La  seconda  delle  (6)  ci  dà 

AY  =  aA  -4-  DAr  —  Dry 

nella  quale  sostituito  il  valore  della  y  dato  in  X  si  ha  fa- 
cilmente 
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Dr  tang  f  Dr{h  —  m) 

h  —  r  langy  h  —  r  langp 

la  quale  ci  rappresenta  una  retta  che  forma  angolo  ottuso 

coH'asse  delle  ascisse  positive  per  tutti  i  valori  di  h'^r  tang^. 

Quando  fosse 

A  —  r  tang  p  =  0 

la  retta  diverrebbe  parallela  all'asse  delle  ordinate»  e  di- 
sterebbe  dal  medesimo  di 

r{h  —  m) 

Ora  se  alla  condizione 

h  —  r  tang  (p  =  0 

si  aggiunge  la  relazione 

r  =  A  tang  a 
avremo  facilmente 

1  —  tang  a  tang  y  =  0 

onde 

y  ^  a  =  90"  , 

ed  il  cono  non  prende  che  una  sola  posizione. 

8.  Vediamo  ora  di  assegnare  le  coordinate  del  punto  di 
partenza,  e  quelle  della  cessazione  dei  moto  del  doppio  cono 
lungo  le  due  direttrici. 

Essendo  al  principio  del  moto 

rlh  —  m) 

x  = jj— 

rm  tang  (p 

y  =  m  —  r  tang  9  h 7 

A 

avremo,  sostituendo  nelle  (6) 

__  rlh  —  m)  *"    /,  v/F  V 
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e  quindi 

-. r'{k  —  m)tang  f 

^  Dr(A  —  m)(A  -*-  r  tang  9) 

A 

nelle  quali  può  introdursi  facilmente  1*  angolo  et  apparte- 
nente al  conO|  avvertendo  essere 

r  =  h  tang  a 
e  sarà 

X  =  (A  —  m)  tang  9  tang'a 

Y  =  a  -f-  D(A  —  m){l  -*-  tang  a  tang  9)tang  a  ; 

le  quali,  nel  caso  di  a  =  0  ,  cioè  quando  il  cono  si  muta 
in  un  cilindro,  diventano 

X  =  0,     Y  =  a. 

Per  avere  le  coordinate  corrispondenti  alla  cessazione  del 
moto  rotatorio,  osserveremo  che  in  tal  caso  X  ,  x  diven- 
gono eguali,  e  però  essendo 

h  —  m  =  X  tang  9 

sarà 

h  —  m 

tang  9 

il  quale  valore  sostituito  nell'equazione  alla  retta  che  vie- 
ne percorsa  dal  centro  del  doppio  cono,  avremo  immedia- 
tamente 

Y,  =a. 

Prendendo  ora  la  differenza  fra  le  ascisse  X| ,  X  troveremo 

Al  —  X  = Ih  —  mjtanff  ©  tang  a 

tang  9  /oro 

ovvero 
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^  ^V  tangf  / 

ed  ancora  ^ 

cos(y  -4-  g)co8(y  ~  a) 

^  '     tang  f  cos  9  cos  a 

La  differenza  fra  le  ordinate  Y,  ,  Y  ci  dà 

D(A  —  m)tang  a  cos(9  —  a) 
'  cos  a  cos  9 

Se  poniamo 

L'  =  (X.  -  \r  ^  (Y.  -  Y)» 

avremo  dopo  alcune  riduzioni 

ih  —  m)cos(©  —  a)  x-r      ,/  v       t^i      «         2  ^ 

tang  f  cos  a  cos  9 

£  poiché 


cosi,  essendo 


sen(^  -^  2«) 

Il      —2    _ 

senp 


jja_  cos(9  -+-  a) 


cos(y  —  a) 


troveremo 


(A  —  m)cOS(o  -*-  a)   ^r       ai  \  a  2  , 

L  = ^— r^2^ — r—  K  Ccos'l©  —  «)-*-  sen'a  sen*©l 

tang  9  cos  a  cos  9 

la  quale  per  9=0  diventa  infinita;  per  9  «^  a 

2(A  —  m)cos2a  ^,.  ,  . 

sen2a  cos  a 

che  per  a  =  0  é  ugualmente  assurda. 
Se  poi  si  ammette  la  condizione 
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1  —  tang  f  tang  a=  0  , 
essendo  allora 

cos(9  -+-  a)  =  0 
risulta  L  £s  0. 

9.  Rifletteado  ora^  ehe  il  tempo  impiegato  dal  centro  di 
gravità  del  doppio  cono  a  percorrere  la  lunghezza  L  della 
retta  per  la  quale  esso  muovesi  ,  è  quel  medesimo  che  si 
impiega  dal  cono  a  percorrere  le  direttrici,  dunque  il  trian- 
golo rettangolo  di  cateti  X|  —  X  ,  Y,  —  Y  e  di  ipotenusa 
L  essendo  il  piano  inclinato  pel  quale  scende  il  centro  di 
gravità  del  doppio  cono,  ne  siegue  la  facile  determinazione 
della  espressione  del  tempo  nel  quale  dura  il  moto  di  esso 
cono.  Di  fatti  considerando  il  suo  peso  P  decomposto  in 
due  Tuno  normale  alla  retta  L  e  l'altro  parallelo  ad  essa 
basterà  sostituire  nelle  formole  del  moto  uniformemente 
accelerato  il  peso  relativo.  Così  dicendo  n  V  angolo  for- 
mato dalla  retta  L  coU'asse  delle  ascisse  negative  avremo 
P  sen.n  per  la  espressione  del  peso  che  produce  il  moto  del 
doppio  cono,  ed  essendo 

Dr  tang  © 
tang  n  3-  ®  ' 


h  —  r  tang  y 
avremo 

sen.  n  cos.n 


Dr  tang  y       A  —  r  tang  9        l/^[DV'*tang*9-*-(A— r  tangf^)*] 

dalla  quale 

Dr  tang  f 


sen.n  tx=: 


1/  [DV*tang*p  ^  h^{ì  -^  Ung  a  Uag  9)* 


e  perchè  generalmente  s  =»  ^  y  e  ,nel  caso  attuale 

li 

,=  L     fl  = PDftangy 

'  "       KCDV'taag*?)  -^  k'{ì  —  tang  a  toog  9)'] 
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risulta 

V  \  PDr  tang  f  ) 

dalla  quale  chiaramente  apparisce  che  al  crescere  del  peso 
P  del  doppio  cono,  diminuisce  il  tempo. 

Questa  espressione  del  tempo  diverrebbe  nuUk  net  caso 
che  avesse  luogo  la  condizione 

1  —  tang  9  tang  a  =  0 

perché  allora  L  =  0. 

10.  Tralasciamo  di  considerare  la  velocità  acquistata 
mentre  essa  é  dovuta  all'altezza  del  piano  inclina to,  cioè 

Y   _Y       P(^  —  tn)tang « cos(y  —  «) 

cos  oc  cos  (p 

11.  Passiamo  ora  a  considerare  il  moto  del  doppio  cono 
nella  supposizione  che  le  rette  direttrici  siano  esse  mede- 
sime inclinate  ali*  orizzonte  sotto  di  un  angolo  0.  Riter- 
remo qui  le  medesime  denominazioni,  ed  avvertiremo  che 
le  sezioni  del  cono  fatte  dalle  direzioni  dei  piani  verticali,^ 
sono  nelle  stesse  condizioni  del  caso  antecedente,  onde  per 
Tasse  maggiore  avremo 

i(A— y)sen2a 2r(  A  —  y)cos  a 

h  sen  j8  h  cos  (f'  —  oc)  ^ 

ove  9'  è  la  metà  dell'angolo  che  tra  loro  formano  le  due  di- 
rettrici, ond'esso  non  deve  confondersi  con  quello  che  tra 
loro  fanno  i  piani  verticali.  Però  tra  questi  due  angoli  9',  9 
e  d,  per  la  formola  fondamentale  della  trigonometria  sferica 
abbiamo 

COS29'  =  sen'9  -+-  cos'0  cos  2(p  , 

dalla  quale  facilmente  deduciamo 
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(  sei)  m'  =  scn  9  cos  d 

(7)        \ 

\  COS  y'  =  |/'(1  —  sen'f  cos*5) , 

e  per  tal  modo  i*a$se  maggiore  di  una    qualunque  ellisse 
sarà  dato  per  le  consuete  quantità. 

12..  Una  simigliante  modificazione  si  dovrà  pure  prati- 
care nella  espressione  che  dà  il  valore  del  semi-asse  mi- 
nore della  medesima  ellisse,  cioè 

r[h  -  y) 


6  = 


I   A /cos(y^  -+-«)  V 
y     lcos(p'-a)'" 


Rispetto  di  questo  semi-asse  osserveremo,  che  essendo 
desso  perpendicolare  alla  direttrice  AB  (fig.  2.*)  ne  siegue 
che  il  punto  n  del  contatto  del  doppio  cono,  e  quindi  della 
rotazione  del  medesimo  non  trovasi  sulla  stessa  retta  ver- 
ticale che  passa  pel  centro  m  della  ellisse  ,  e  che  queste 
rette  cioè  il  semi-asse  minore,  e  la  verticale  formano  tra 
loro  l'angolo  0,   onde 

ms  =  b  tang  9. 

Per  assegnare  il  braccio  di  leva  variabile  col  quale  il  peso 
del  doppio  cono  tende  a  produrre  la  rotazione ,  immagi- 
niamo che  pel  centro  della  ellisse  passi  un  piano  parallelo 
alle  retti  direttrici,  e  cosi  avremo 

Mr  r(h-y) 

COS  9  A  cos  f 

sarà 

Mr  MN       r(h  —  y)  r(k  —  y)cos  a 


mv 


cosy'         2  h  cos  9'  h  cos(9'  —  «) 

ed  ancora 

h       ^cosgj         cos(9  —  a) 
Se  ora  da  questa  espressione  tolgasi  ms  troveremo 
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r{h  —  y)  ri  cos  a    T       ,  . 

A         Lcos  9         cos(f — a)  J 

la  quale  moltiplicata  per  cos  6  ne  dà  la  distanza  del  punto  . 
di  contatto  dal  piano  verticale  che  passa  per  l'asse  del  dop- 
pio cono,  valutata  però  nel  piano  che  contiene  Tasse  mag- 
giore della  ellisse,  e  la  retta  direttrice  :  e  quindi  se  la  me- 
desima espressione  si  moltiplica  per  cos  9  si  avrà  il  cer- 
cato braccio  di  leva,  ossia  la  perpendicolare  calata  dal 
punto  di  contatto  all'indicato  piano  verticale,  la  quale  rap- 
presentata per  X  avremo 

.       r(h  —  y)  r    ì  cos  a     T  /^     ,      /^ 

A  = 1 1 ' -, r  lcos©  cos9— osen9  cos©^ 

h        Lcos  f        cos(f — a)  J      ^  ^ 

ove  sostituito  il  valore  di  b  risulta 

^ r(À— y)  rcosS  cosy        cosa  cosS  cosy 

h      L    cosp'  cos(9'  —  a) 

r        ^cos(©'  —  (x)  f  A 

13.  Da  questa  espressione  rileviamo  che  il  braccio  di 
leva  è  nullo  per  y  =  A  ,  come  nel  caso  delle  direttrici  oriz- 
zontali, e  che  può  qui  annullarsi  ancora  per  una  partico- 
lare relazione  fra  gli  angoli,  onde  sia 

cos©  cos9        cos  «cos  6  cos©  ^         I  x    ycos(©'-»-a)\       ^ 

—" — ? •  -sene  cosy  ■/    [—^^ (=0 

CO89  cos(9  — a)  r       \cos(9 — a)' 

nel  qual  caso  la  direzione  del  peso  passando  per  Tasse  di 
rotazione,  non  ha  più  luogo  il  moto,  e  tolto  cos  9  che  non 
può  esser  nullo,  avremo 


cos  d       cos  a  cos  9 

sen 


,  „.ej/(5^^))=«. 

cosf       cos(9'  —  a)  ^     ^cos(9  —  a)/ 

Se  qui  facciamo  d  =  0  ,  per  le  (7)  essendo  9'  =  9  troviamo 
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COS  OL 


cos  ff       cos(9  — a) 
ovvero 

sen  CI  sen  d)  =  0 


=  0 


come  al  §  5  pel  caso  delle  direttrici  orizzontali. 
Se  9  =3  0,  nel  qual  caso  é  pure  q»'  =:  0  sarà 

cos  0  —  cos  6  —  sen  0  =  0; 

equazione  assurda  la  quale  dimostra  che  non  può  aver  luo- 
go l'equilibrio  a  meno  che  non  sia 

sen  0  =  0. 

14.  Si  può  giungere  alla  stessa  equazione  di  condizione  per 
Tequibrio  coU'assegnare  le  ascisse  del  cono  doppio,  e  della 
retta  che  congìunge  i  punti  di  contatto. 

Designando  di  fatto  per  X  l'ascissa  dell'asse  del  doppio 

cono  sarà  / 

X  =  a:-+-Mr' 
ma 

Mr'  =  ^(^  — y)cos  Q 

A 

onde 

V  r(fc  —  y)cos  0 

A.  =  j;  -4-  — — — . 


Se  ora  si  rappresenta  per  X'  l'ascissa  della  retta  che  uni- 
sce i  punti  del  contatto  sarà 

X'  =  j;  -4-  M5.  cos  y'  cos  0, 
essendo  però 

MN  r(A  —  y)cos  a 

M«=  — — -^-m«  =  -^^ — j-j^ ^-^4tang0 

2  A  cos(y  —  a)  ° 

avremo  ancora 

^,  Ah  —  v)cos(x  cos  ©'  cos  0        ,         -,         , 

X'=a?-i -r^—n r h- J  sen  0  cos  9'. 

A  cos(9  —  ce)  ^ 
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Se  ora  si  vuole  che  il  sistema  sia  in  equilibrio    deve  vo- 
lersi che  i  piani  verticali  i  quali  passano  per  l'asse  del  dop- 
pio cono,  e  per  la  retta  del  contatto  si  confondino,  onde 

X'=X 

e  quindi 

h      L  cos(9'  —  a)  ^      \cos{f—a)fj 

dalla  quale  deducesi  la  stessa  relazione  fra  gli  angoli.  Da 
essa  con  facili  trasformazioni  si  ricava 

,  tangS    ^,      -  2  A 

tang  m' tang  a  =  — 2 — ^/(cos  a  —  sen^y'). 

cos  a 

15.  Vediamo  ora  di  assegnare  l'ordinata  Y  del  centro  di 
gravità  del  doppio  cono;  avremo 

Y  =  PM  -*-  Mt?.sen  9 


ma 


oc 
PM  =r  a  -H tang  0 


ed 


■*  cos  9  cos  9 

taiigf 


A  cos  f 
dunque 

r(A  —  y)  r    1     I /"/cosf^'  -*-  a)\       sen  Si 
A        LcosS'^^    'cos(p'-^a)/       cosf'J 

avendo  ancora 

X  =  ?Ln^  H-  "<^  7  y»  cos  9 

tang  f  h 


Y=- 
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eliminando  fra  queste  dae  equazioni    la  y  atterremo  una 
equazione  di  primo  grado  che  sarà  la  retta    percorsa    dal 
centro  di  gravità  del  doppio  cono  la  quale  si  troverà  rap- 
presentata da 

__JL_ ^^  fMangS-  !:ì!?^I /•(^«gUfO) 

cosy  (A  —  r  cos9  tangf)  L  cos  0  •^      \cos(y — a)/ 

r  senf  sen9"l  r(h  —  m)(l  —  tangf  senS) 

cosp'      J  h  —  r  cos9  tangp 

ove  fatto 

6  =  0 

ritorna  immediatamente  quella  retta  avuta  per  le  direttrici 
orizzontali. 

16.  Per  assegnare  Taltezza  del  centro  dì  gravità  del  dop- 
pio cono  al  principio  del  moto  è  d'uopo  osservare  esser  nulla 
Fascissa  della  retta  che  congiunge  i  punti  di  contatto,  cioè 

onde  avremo 

*■(* — y)rcosa  cos^'cosS           ^         ri/  /cos(a)'  -*-  a)\l  a 
X  -^   ^    -  ^'1  .  ,^     ^    -+-  sene  cos/  1/  (—  ^, fi  =0 

h     Lcos(y'— a)  ^*      \cos(9'— a)/J 


ovvero 


h 


ove 


.        cos  a  cos  ©'cos  9^  ^  ■  /^/cos(©'-*-  a)  \ 

A= .  ,         V    i -H- sen  e  sen  y^  1/      — fy f   . 

cos(y  —  a)  •    r       \cos(y'  —  a)  / 

Essendo  però 

y  =in-*-  X  tang  <p 

avremo  dalla  coesistenza  di  queste  due  equazioni 

Xr(fn  —  A) 
A  —  Ar  tan  9 


'^'^        (  333  ) 
la  quale  per  9  =:  0  facilmente  si  muta  i  a 

^  h 

come  si  trovò  al  §  4  pel  caso  delle  direttrici  parallele  all' 
orizzonte. 

ÀYuta  Tascissa  dell'estremità  dell'asse  maggiore  dell' el* 
lisse  corrispondente  al  principio  del  moto,  avremo  l'ordi- 
nata dalla  formola 

h{m  —  Ar  tang  9) 
h  —  Ar  tang  f 

Da  questa  espressione  facilmente  si  ricavano  i  valori  delle 
seguenti  quantità: 

Y  y(A  —  y)    _       r(h  —  m) 

h  h  —  Ar  tane  m 

(9)    :  ^^ 

{k  —  m)Ar  tang  f 
y  —  m  ^ 

h  —  Ar  tang  9 
i  quali  valori  sostituiti  nella  formola 

„  ,  V  tang  5       Br(k  —  y) 

sen  f  A 

ove 

B  =     ^    [/  /COs(y^-f-g)v       sen 9 
cos  Or       Scosto'  —  a)/ 


Y  =  «  -  r(A  -  m)  rii^^H^l^^l 

LA  cos  ®  —  Ar  sen  9  J 


\{f  —  oc)/        cosy' 

avremo 

B  cos  q?  —  A  tang  9' 
,h  cos  f  —  Ar  sen  9. 

ove,  se  facciasi 

9  =  0  ,  f  =  y' 

ne  dedurremo  facilmente,  essendo 

B  =  \/^(  ^^?JlLfO\  _  D       ^  _  ^^^  ^  ^^^  1 
^       \  cos((p  —  a)  '  '  cos(p  —  a 


? 
) 


Y=a 
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Dr{k  —  m) 
r  sen  9  cos  a 
cos(9  —  a) 


Dr(A  —  m)[cos  a  cos  y  -+-  sen  a  sen  ©1 

A  cos  ce  cos  9  -4-  sen  ^{A  sen  a  —  r  cos  «) 
ma  essendo 

h  sen  a  —  r  cos  a  =  0 
risulta 

-_                Dr(A  —  m),.  ^  . 

Y  =  a  -< j i-(l  -h-  tang  a  tang  9) 

come  al  §  8. 

Se  nella  espressione  (8)  si  pongono  i  valori  (9)  otterre- 
mo l'ascissa  del  centro  corrispondente  al  punto  di  parten- 
za espressa  da 

cos  9  —  A 
Àr  tang  f 

Se  ora  vogliamo  assegnare  le  coordinate  del  medesimo  cen- 
tro corrispondenti  alla  cessazione  del  moto  lungo  le  diret- 
trici basterà  supporre 

tanto  nel  valore  dell'ascissa  quanto  in  quella  della  ordi- 
nata, e  così  troveremo 


V         fL  .r    COS  9  —  A     -1 

X  =  r(A  —  m)\ r I 

^  TA  —  Ar  tang  ©  J 


A  — •  tn\         ^  A —  IH 


=  a  -+-  ( ^ìtang  9     ed    X  = 

\  sen  ©  / 


sen  9  /  tang  9 
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SUR  l'induction  électrostatique 

THOISIÈMB    LETTRE  (^) 

de 
M.  P.  TOLPICELLI 

à 

M.  BEGNAIJLT. 

«  Les  premières  expériences  faites  pour  reconnattre  si 
rinduction  électrostatique  peut  s'  effectuer  mème  par  des 
lignes  courbes,  soQt  dues  à  Tillustre  Faraday  (^),  qui,  dans 
une  de  ses  plas  récentes  publications  {^)y  dit  que  par  ces 
expériences  il  a  ero  établir  la  possibilité  de  cette  induc- 
tion.  Peut-ètre  les  faits  que  je  vais  avoir  V  honneur  de 
Tous  commaniquer,  et  qui  se  yérifient  parfaitement  quand 
ratmosphére  est  séche,  pourront-ils  en  fixer  la  certitude. 

»  V.  Qu'on  mette  à  la  distance  de  O'^yOS  du  centre  d' 
une  plaque  métallique  horizontale  non  isolée  ,  longue  et 
large  O^'^IS  ,  un  corps  électrisé  ;  que  de  1'  autre  coté  on 
applique  à  son  centre  un  pian  d'épreuve,  et  que  celui-ci 
soit  porte  sur  le  bouton  de  l'electroscope  de  Bohnemberg, 
1'  indnction  produite  sur  le  pian  d'  épreuve  sera  nulle,  oa 
presque  nulle.  Qu*on  éloigne  le  centre  de  la  plaque  du 
corps  électriséy  Tinduction  sur  le  méme  pian  croltra  au  fur 
et  à  mesure  que  la  distance  augmentera,  mais  cela  jusqu*à 
une  certaine  limite,  facile  à  déterminer  pour  chaque  ex- 


(i)  Pour  les  deax  premières    lettres,  voycz  Comptes    Rendus»  T. 
XL  —  1855,  p.  246;  et  T.  XLI  -*  1855,  p.  553. 

(2)  De  La  Rive,  Traile  d'électricité.  Paris  1855,  T.  I,  p.  138,  et 
140. 

(3)  Archives  des  sciences  phys.  et  nat.  Genève  1856^  T.  XXX(  , 
p.  50. 
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périence,  puis  les  inductions  dìmìnueront  coutinuellement 
jusqu'à  ce  qu'elles  redeviennent  nulles. 

»  Si,  au  contraire,  on  maintient  fix.e  la  plaque  horizon- 
tale  ,  mais  que  le  pian  d'  épreuve,  place  d'abord  à  0"',03 
da  centre  de  la  plaque  ,  soit  successivement  éloigné  ,  les 
inductions  se  manifesteront  d'abord  croìssantes,  puis  enfin 
décroissantes.  Ces  expérìences  semblent  indiquer  que  Tin- 
duction  procède  aussi  par  lignes  courbes  de  l'inducteur  à 
rinduit;  et  qu'  entre  ceux-ci  il  y  a  une  distance  qui  ré- 
pond  à  un  maximum  d*effet. 

»  2^  Qu'  on  mette  sur  la  mème  plaque  horizontale  un 
pendute  assez  léger  et  non  isole,  celui-ci  divergerà  de  la 
verticale,  toules  les  fois  qu'au-dessous  de  cette  plaque  un 
corps  électrisé  s'  approchera  du  bord  le  plus  proche  da 
pendule.  Cette  experience  conduit  évidemment  à  la  méme 
conclusion  que  la  précédente. 

»  3^.  Qu'on  prenne  un  cylindre  de  papier  dorè,  qn'on 
le  soutienne  par  son  centre  de  gravite  au  moyen  d*une  ai- 
guille  verticale,  élablie  sur  une  base  isolante  ou  non,  tnais 
inèbranlable,  et  dans  une  atmosphère  tout  à  fait  calme,  et 
qu'on  Tassujettisse  à  Tinduction  ,  et  qu'ensuite  on  appro- 
che  verticalement,  par  un  de  ses  còtès,  une  plaque  metal- 
lique,  isolée  ou  non,  de  Fintervalle  qui  séparé  rinducleur 
de  Textrémitè  du  cylindre  induit  ;  aussitòt  celui-ci  rece- 
vra  un  mouvement  rotatoire  en  s'éloignant  de  la  plaque , 
et  après  quelques  oscillaliohs  il  s'  arrètera  dans  une  nou- 
velle  position  d'èquilibre  ,  formant  un  angle  avec  la  pre- 
mière. Le  cylindre  qmplojè  avait  son  ax.e  de  0'",4,  et  son 
diamètre  de  0'",03.  Cette  expérience  montre  que  V  inda- 
ction  sur  le  cylindre  se  fait  également  par  lignes  courhes, 
et  que  la  plaque  métallique  isolée  ou  non,  interceptant  ces 
lignes  d*un  seul  coté,  produit  un  changement  dans  les  for- 
ces  attractives,  de  manière  à  dimìnuer  Tintensité  de  lear 
resultante,  et  à  en  changer  la  direction.  D*où  Taxe  du  cy- 
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lindre  ìnduit  doit,  par  ce  nouveau  systòme  de  forces,  trou- 
Yer  en  roulant  un  autre  équilibre,  dans  lequel  il  reste  in- 
cline à  sa  première  direction.  Si  la  plaque  et  le  cylindre 
ne  sont  pas  isolés,  la  déviation  indiquée  sera  plus  grande 
qa'elle  ne  le  serait,  à  circonstauces  égales,  aree  un  cylìn- 
dre  isole. 

»  4.*^  Mettant  entre  Tinduit  et  Tinducteur  un  écran  me- 
tallique  non  isole  y  large  et  long  de  0*",  5  ,  avec  un  trou 
dans  le  milieu,  de  telle  sorte  que  i'  induction  curviligne 
sur  le  cjlindre  mobile  soit  entiérement  interceptée  de  tous 
còtés  j  celui-ci  ne  subirà  aucune  déviation  si  une  plaque 
me  tallique  non  isolée  est  approchée  yerticalement  d'un  de 
ses  còtés,  à  la  distance  qui  est  entre  le  trou  et  Textrémité 
du  cylindre  induit. 

»  5/  Ajant  intercepté,  seulement  d'un  coté,  l'induction. 
curviligne  avec  des  plaques  métalliques  différentes,  la  dé- 
viation du  cylindre  s'est  trouvée  pour  toutes  la  mème  ('). 
€'est  un  résultat  qu'on  obtient  constamment,  méme  quand 
les  lames  métalliques  sont  excessivement  minces. 

D  6.°  Les  corps  diléctriques,  et  spécìalement  la  gomme 
laque  et  le  soufre,  qui  possédent  le  plus  grand  pouvoir  in- 
ductif  ('),  renforcent  méme  Tinduction  curviligne,  comme  le 
démontre  la  rotation  du  cylindre  indiqué,  produite  par  des 
plaques  isolantes  :  celles  qui  ont  été  employées  avaient  de 
0°*,  02  à  0"*,  06  d'épaissenr.  En  outre,  posant  Textrémité 
du  cylindre  mobile  entre  deux  coibents  d'égale  épaisseur, 
mais  de  nature  diverse,  ce  cylindre,  par  l'induction  curvi- 
ligne, tournera  vers  celui  des  deux  coibents  qui  possedè  le 


(1)  De  la  Rive,  Traité  d'électrìcité.  Paris  1854,  T.  1,  p.  131.  — 
Archìves  dea  seiencea  phya.  et  nat.  Genève  1856,  T.  XXXI,  p.  06. 

(2)  De  la  Rive,  idem,  p.  133.  —  Piaociani,  Elem.  di  Bsico-chin]. 
Roma  1844,  voi.  Il,  p.  13.  —  Beili,  Corso  di  fisica,  Milano  1838,  voi. 
Ili,  p.  239,  et  242.  —  Becquerel,  Traité  d'électr.  Paris  2855,  T.  I , 
p.  42. 
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plus  grand  pouvoir  iaduciif.  Ed  ébservant  les  aagles  de  dé- 
yiatioD  on  trouvera  confirmés  les  différents  pouYoiis  mda< 
ctifs  da  Terre,  da  soufre,  de  la  gomme  laqae,  de  la  resine, 
des  électropbores,  et  de  la  ciré  d'Espagne,  Si  i'extrémiié  da 
cylindre  est  entr^  deux  masses  da  mème  coibent ,  mais 
Tane  plas  épaisse  que  V  autre  ,  le  cylindre  toarnera  par 
Tindaction  carviligne  Ters  la  masse  la  plus  épaisse.  La  di- 
stanco  entre  Tinduit  et  l'indactear  demearant  constante,  le 
pouToir  indactif  da  coibent,  place  entre  eux ,  crolt  a?ec 
Tépaissear  de  celai^ci.  De  ces  expériences  j*  ai  pa  mème 
conciare  que  le  pouvoir  indactif  des  coì'bents  varie  aveo 
leur  temperature,  c'est-à-dire  quUl  diminue  quand  la  tem- 
perature crolt,  et  vice  versd.  Ce  qui  s*accorde  avec  l'obser- 
yation  de  M.  Matteucci,  sur  la  perte  que  font  les  coì'bents 
de  leur  pouToir  isMant  par  une  élévation  de  temperature, 
incapable  de  changer  sensiblement  leur  cohésion.  (') 

»  7.^  Soumettant  à  V  induction  un  cylindre  également 
mobile,  mais  de  verre  entiérement  recoQvert  de  ciré  d'Espa- 
gne, les  déviations  du  cylindre,  par  des  plaques  conductri- 
ces  ou  non,  s'obtiennent  également  comme  pour  le  cylindre 
cottducteur.  Donc ,  non-seulement  V  induction  rectiligne , 
mais  eneore  la  curviligne  agit  sur  les  coibents,  de  méme 
que  sur  le»  condttcteurs. 

»  8.**  Dans  une  sphère  métallique  creuse,  ayant  pratiqué 
deux  trous  diamétralement  opposés,  j'ai  introduit  par  ces 
trous  deux  cylindres  métalliques  les  fixantavec  le  meilleur 
isolant  possible,  moitié  dehors  ,  moitié  au  dedans  de  la 
sphère.  Leurs  extrèmités  intérieures  étaient  distantes  Tane 
de  l'autre  de  O'",  09,  et  au  centre  de  cotte  distance  était 
place  un  disque  métallique  plus  grand  que  la  section  tran- 


li)  Archi ¥68  det  sciences  pbys»  et  nat.  Genève  1846*  T«  VII,  p» 
127.  «^-Gomptes  Rendus  de  l*Acad.  des  se.  da  ^  décembre  1847,  T, 
XXV,  p.  935. 
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sversate  des  cylindres,  et  dispose  normalement  à  lear  axe; 
de  telle  sorte  qne  l'induction  rectiligne  d'un  cylindre  sur 
Tautre  était  complétement  empèchée  par  le  disque  lui-mè* 
me.  En  oatre,  j'ai  empèché,  par  d'  autres  écraùs  condu- 
cteurs,  totit  effet  d'ìndaction  qui  eùt  pu  avoir  iieu  à  l'ex* 
térìeur  de.  la  sphère  entre  les  deux  cylìndres.  Toutes  au- 
tres précautions  nécessaires  étant  prises,  j' ai  fait  dans  la 
sphère  le  vide  jusqu'à  un  dixìème  de  millimètre,  avec  une 
très-bonne  machine  pnenmatique  de  M.  Breton.  Les  super- 
ficies  intérieures  et  extérieures  de  la  sphére ,  aussi  bien 
que  le  disque  intérieur,  étant  déjà  en  communication  avec 
le  sol,  j'électrisai  un  des  deux  cylindres,  et  je  trouyai  que 
l'autre  était  toujours  induit.  J*obtins  aussi  le  mème  effet 
sans  communiquer  l'èlectricité  à  un  des  deux  cyKndres  , 
mais  induisant  seulement  sur  Tun  d'eux.  De  là,  on  peut 
eonclure  que  Tinduction  eurriligne  se  manifeste  aussi  dans 
le  vide  ìndiquè.  Je  fis  rentrer  l'air  dans  la  sphère,  et,  ré- 
pétant  l'expérience  de  la  méme  manière,  j'  ai  trouvé  que 
l'induction  curviligne  dans  le  méme  vide  est  sensiblement 
plus  forte  à  circonstances  égales.  Ayant  òté  le  disque  en* 
tre  les  deux  cylindres,  j'ai  trouvé  que  le  plus  grand  pou- 
voir  inductif  se  produit  dans  le  vide  ,  et  que  le  rapport 
entre  ee  pouToir  et  celui  de  l'air  change  evec  V  état  hy- 
grométriqne  de  celui*ci.  Tout  cela  s'accorde  parfaitement 
avec  les  expériences  faites  dans  le  vide,  d'abord  par  Dufay, 
ensuite  par  Boyle  ('),  puis  par  Hawksbee,  Gray,  Harris  et 
Becquerel  ('),  et  aussi  par  Beccaria  et  Davy  (^),  et  encore 
avec  les  expériences  que  j'ai  faites  sur  l'èlectricité  d'a&an- 
don  (4).  En  effet,  si  l'on  éloigne  les  corps  qui  sont  près  de  1' 


(1)  Becquerel,  Traité  d'élcc.  Paris  18tf5,  T.  ì,  p.  i28. 

(2)  Becquerel,  Traile  d'elee.  Paris  1855,  T.  I,  p    15. 

(3)  Belli,  Corso  di  Fisica,  Miiano  1838,  voi.  Ili,  p.  345. 

(4)  Comptes  Rendus  de  TAcad.  des  se.  T.  XL1,  p.  543. 
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induisant,  son  ìnduction  sur  les  autres  qui  i'entoureui  aug- 
mente;  ainsì,quand  on  enlève  Tair  qui  enveloppe  un  cyliodre 
électrisé,  celui-ci  induira  plus  énergiquement  sur  les  corps 
Yoisins.  Après  avoir  analjsé  les  plus  importantes  expérien- 
ces  électrostatiques  faites  dans  le  vide  par  les  physiciens 
les  plus  habilesy  le  R.  P.  Piancìani  (')  en  déduit:  1.*"  que  le 
vide  parfait  n'est  pas  bon  conducteur  ;  2.^  que  les  altra* 
ctions  et  les  répulsions  électrìques  ne  sont  pas  dues  à  la 
présence  de  Tair;  3."*  que  Télectricité  n*est  pas  retenue  sur 
la  surface  des  corps  par  la  pressìon  de  Tair.  Nous  pouvons 
à  ces  trois  conclusions  ajouter:  4.^  que  l'induction  électro« 
statique  est  plus  ènergique  dans  le  vide,  qui^  à  ce  qu'  il 
parait,  doit  ètre  regardé  comme  pourvu  du  plus  grand 
pouYoir  inductif,  et  dans  lequel  l'induction  se  produit  me* 
me  en  lignes  courbes. 

»  Je  terminerai  cette  Lettre  en  faisant  remarquer,  que 
Texpérience  apprend  que  Télectrisation  et  les  courants  èie* 
ctriques  (^)  modìfient  Tétat  soit  physìque,  soit  chimique  des 
corps;  mais  il  me  semble  que  jusqu'à  présente  on  n'a.pas 
expérimenté  sur  les  effets  de  la  simple  induction  électro* 
statique,  pratiquée  en  déchargeant  V  induisant ,  toutes  les 
deux  ou  trois  secondes,  pour  empécher  que  l'électricité  ne 
se  transporte  sur  l'induit,  et  pour  agiter  fréquemment  les 
molécules  de  celui-ci.  Je  soumis  pour  cela  une  petite  sphé- 
re  creuse  de  verre  du  diamètre  de  0"^,04  à  cette  induction, 
et,  après  trois  mois,  n'  ayant  opere  que  deux  heures  par 
jour,  je  vis  qu'elle  avait  perdu  sa  diaphanéité  primitive.  Elle 
se  conserve  encore  aujourd'hui  dans  cet  état.  En  assujet- 
tissant  à  la  mème  induction  et  de  la  mème  manière  un 
diamant  très-limpide,  il  devint  moins  limpide  de  très-peu  , 


(i)  Instituzioni  fìnico-chioi.  Roma  1834,  T.  Ili,  p.  50. 
(2)  Becquerel,  T.  I,  p.  292  et  Suiv.  —  De  la  Rive,  Comptes  Rcb- 
dus,  Séance  da  7  avrii  1856. 
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il  est  vrai,  pourlant  à  un  degré  sensible,  et,  va  de  coté  pdr 
lamière  transmise,  il  présentait  une  certaine  nuance  jaune- 
verdàtre  qu'il  n'avait  pas  auparavant:  Gomme  dans  les  ex- 
périences  que  je  yiens  d*indiquer,  on  voit  que  l'intime  con- 
stitution  moléculaire  est  modifiée  sensiblement  dans  dea 
corps  qui  possèdent  au  plus  haut  degré  la  dureté  ,  nous 
pourrons  peut-étre  en  conclure^  que  par  Teffet  de  la  seule 
induction  électrostatique,  prolongée  autant  qu'ìl  est  néces- 
saire, et  interrompue  fréquemment,  tout  tissu  moléculaire, 
excepté  un  fluide  élastique,  devra  subir  quelque  changement 
sensible. 

»  Enfin  je  soumis  à  Tinduction  une  des  boules  du  ther- 
moscope  de  Rumford,  et  je  yìs  que  l'index  de  Tinstrument 
se  portait  toujours,  poar  un  trait  d'environ  0"^,01,  yers  la 
boule  induite.  Pour  bien  reconnattre  la  cause  de  cet  efTet, 
je  répétai  plusieurs  fois  Texpérience  en  recouyrant  la  boule 
induite  d'une  feuille  métallique  communiquant  avec  le  sol; 
et  non  seulement  je  vis  toujours  se  reproduire  le  méme  ef^ 
fet,  mais  l'approche  de  l'index  à  la  boule  induite  fut  plutòt 
augmentée.  Or,  comme  l'induction  ne  se  communique  pas  à 
travefs  les  lames  métalliques,  quelque  minces  qu'elles  soient, 
il  semble  qu'on  en  peut  conclure,  que  l'induction  diminue 
un  peu  la  temperature  des  corps  sur  lesquels  elle  s'exer- 
ce,  et  que  le  thermoscope  de  Rumford ,  par  son  extrème 
sensibilité,  sera  le  thermo-actinomètre  le  plus  conyenable 
à  manifester  cette  curieuse  propriété  de  l'induction.  » 
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ELOGIO   DI   CABLO   GUSTAVO   JACOB   JACOBI 

LETTO  nell'accademia   DELLE    SCIENZE    DI   BERLINO 

JL    l"*    DI   LUGLIO    1852   DA   LEJEUNE    DIRICHLET. 

TRADUZIONE  DAL  TEDESCO 

mi  «■•VAJVJKl  JVOYI 

PROFVSSOBB   DI  HECCAHICA,  B   DI   ▲BTIfiLIBRIA  NBL   UCBO  HIUTABB 

DI  FIABNZB. 

Facendomi  ad  esporre  le  scoperte  scientifiche  del  più  gran 
matematico,  che  dopo  Lagrange,  abbia  fatto  parte  di  questa 
Accademia  ,  qual  socio  residente ,  vedo  le  gravi  difficoltà 
del  mio  assunto.  Imperocché  si  tratti  di  mostrare  tutta 
l'importanza  delia  elucubrazioni  di  tale  che  j  avendo  per- 
corsa in  quasi  tutti  gli  aspetti  una  scienza  già  accresciuta 
da  duemila  anni  di  lavoro  perseverante  ,  ha  escogitato  e 
chiarito,  colla  sola  potenza  del  suo  -ingegno  creatore  ,  ve- 
rità importanti  e  recondite ,  e  di  nuovi  concetti  ha  arric- 
chito il  patrimonio  scientifico,  elevando  ad  alto  grado  la 
speculazione  matematica.  Per  quietare  l'esitazione  che  in 
me  produce  la  coscienza  della  mia  insufficienza  ,  basterà, 
spero,  l'essere  convinto  che  un  debito  sacro  di  riconoscenza 
è  giusto  si  paghi  verso  tali  servigi  resi  alla  scienza  e  ai 
suoi  cultori.  E  ninno  più  di  me  è  in  obbligo  di  soddi- 
sfare a  questo  debito,  dacché  se  molto  fu  il  profitto  che  in 
comune  coi  miei  coetanei  trassi  dalle  scientifiche  produ- 
zióni del  Jacobi,  non  minore  fu  quello  che  derivai  dall'in- 
timo commercio  che  per  anni  parecchi  mi  ebbi  col  grande 
pensatore. 

Carlo  Gustavo  Jacob  Jacobi  nacque  in  Potsdam  il  10  de- 
cembre  1804  da  agiato  negoziante.  Più  che  a  maestro  ebbe  a 
guida  nello  studio  delle  lingue  antiche  e  delle  matematiche 
elementari,  lo  zio  materno  Sig.  Lehmann, sotto  la  cui  sapiente 
direzione  fece  sì  rapidi  progressi,  che  di  dieci  anni  neppur 
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compiuti  fu  ammesso  nella  seconda  classe  del  Ginnasio  di  Po- 
tsdam, e  dopo  sei  mesi  nella  prima,  e  vi  rimase  in  tutto  non 
più  che  quattro  anni  per  aspettare  l'età  necessaria  a  frequen* 
tare  Tuniversità.  Quivi  l'insegnamento  matematico  era  prati^ 
cato  come  semplice  esercizio  di  memoria;  sicché  poco  ne  re* 
stava  appagato  il  giovane  allievo,  le  coi  relazioni  col  mae** 
stro  furono  perciò,  per  assai  tempo  ,  alquanto  spiaòevoli* 
Infine  il  maestro  fu  abbastanza  giudizioso  per  non  contra* 
riare  lo  straordinario  Scolare  e  permettere  che  questi  pas-< 
sasse  allo  studio  deìVIntroduetio  di  Eulero,  mentre  gli  altri 
penosamente  erano  rimasti  a  recitare  propdsìzioni  elemen*» 
tari.  E  quanto  fin  d'allora  progredito  fosse  il  suo  ingegno 
lo  mostra  il  tentativo  che  fece«di  risolvere  l'equazione  di  5^ 
grado,  tentativo  di  che  tenne  parola  in  una  sua  Memoria 
posteriore. 

Parecchi  di  quelli  che  poscia  hanno  levato  grido,  speri^ 
mentarono  le  prime  loro  forze  intorno  a  questo  problema;  il 
quale,  innanzi  che  ne  venisse  dimostrata  l'impossibilità,  do- 
veva attirare  singolarmente  gl'ingegni  nascenti  si  per  la  ce^- 
lebrità  acquistata  a  causa  di  tanti  sfòrzi  infruttuosi,  e  si  an- 
cora perché  confinando  cogli  elementi ,  sembrava  agevole 
senza  molte  cognizioni. 

Nella  nostra  università  Jacobi  passò  il  suo  tempo  fra  gli 
studii  filosofici,  filologici  e  matematici.  Qual'assistente  agli 
esercizii  del  Seminario  filologico,  risvegliò  l'attenzione  del 
nostro  collega  Bòckh  ,  presidente  di  questo  Istituto  ,  che 
l'ebbe  assai  caro  pel  suo  ingegno  acuto  e  singolare^  e  gli 
prosegui  sempre  particolar  benevolenza» 

Sembra  che  frequentasse  meno  le  lezioni  matematiche  , 
le  quali  nella  nostra  università  erano  allora  troppo  elemen- 
tari da  poter  riuscire  di  alcun  giovamento  a  Jacobi ,  già 
molto  innanzi  nello  studio  delle  Opere  principali  di  Eu- 
lero e  di  Ldgrange.  Con  maggior  zelo  però  studiò  la  lette* 
ratura  matematica  ,  anelando  farsi  un'  idea    generale    dei 


grandi  tesori  scientifici  contenuti  nelle  raccolte  accademi- 
che. Jacobi,  il  cui  ingegno  non  poteva  restringersi  a  rac- 
cogliere cognizioni  e  mosso  potentemente  dal  bisogno  di 
far  sue  le  cose  che  leggeva,  e  interamente  padroneggiarle 
venne  nella  determinazione,  dopo  due  anni  di  studii  uni- 
yersitarii,  di  rinunziare  alla  filologia  o  alla  matematica.  E 
poiché  codesta  determinazione  ^bbe  conseguenze  assai  im- 
portanti, non  solamente  per  lui,  ma  altresì  per  la  scienza  alla 
quale  d'allora  in  poi  si  consacrò  interamente,  si  udranno 
volentieri  le  ragioni  ch*ei  medesimo  ne  addnceva  allo  zio; 
al  quale  così  scriveva  : 

^  Non  posso  senza  pena  rinunziare  allo  studio  della  fi- 
lologia ,  dopoché  mi  é  riuscito  intravedere  la  più  riposta 
magnificenza  della  vita  ellenica.  Pure  mi  é  forza  di  farlo. 
Lo  smisurato  colosso  che  hanno  innalzato  i  lavori  di  Eule- 
ro, Lagrange,  Laplace  richiede  forza  prodigiosa  di  mente, 
assidua  meditazione  e  ardore  alieno  da  ogni  riposo,  se  vuoisi 
penetrare  la  intima  natura  di  quello  e  dominarlo,  affine  di 
non  dover  temere  ad  ogni  istante  di  esserne  schiacciato. 
Solo  quando  ci  siamo  impadroniti  del  suo  spirito,  possia- 
mo lavorare  tranquillamente  a  perfezionare  le  singole  sue 
parti, e  la  grande  opera  con  energia  condurre  a  compimento.» 

Per  la  dissertazione  del  dottorato,  Jacobi  prescelse  la  de- 
composizione delle  frazioni  algebriche  ;  soggetto  già  più 
volte  tolto  ad  argomento  di  studii.  In  questo  lavoro  egli 
dimostra  una  formola  notabile,  data  da  Lagrange  senza  di- 
mostrazione nelle  Memorie  della  nostra  Accademia.  Poi  dà 
una  nuova  maniera  di  decomposizione,  la  quale  non  è  com- 
pletamente determinata,  come  quella  esclusivamente  consi- 
derata sin'allora,  e  conchiude  la  Memoria  con  talune  ri- 
cérche sulla  trasformazione  delle  serie,  nelle  quali  si  mo- 
stra già  un  nuovo  principio,  di  cui  si  giovò  spesso  in  po- 
steriori lavori. 

Conseguito  il  titolo  di  dottore  e  resosi  abile  all'insegna- 
mento^ Jacobi  fece  all'università  una  lezione  sulla  teoria 
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delle  superficie  curve  e  delle  curve  nello  spazio.  Secondo 
la  testimonianza  di  tale  che  fu  presente  a  quella  lezione, 
l'ingegno  magistrale  di  Jacobi  apparve  fin  d'allora  singola- 
re, avendo  egli  svolto  il  suo  tema  con  gran  chiarezza  e  in 
modo  da  interessare  assai  la 'sua  scolaresca.  Il  ventenne 
maestro  fece  anche  mostra  di  una  precoce  maturità  di  giu- 
dizio quando,  non  sgomento  dal  discredito  nel  quale  era 
caduto  in  quel  tempo,  per  influsso  d'un  nome  autorevole , 
il  metodo  degl'infinitamente  piccoli,  segui  nella  sua  espo- 
sizione appunto  codesto  metodo,  adoperandosi  con  successo 
a  persuadere  ai  suoi  uditori  come  il  medesimo  non  diffe- 
risce da  quello  rigoroso  degli  antichi ,  se  non  per  la  sua 
forma  abbreviata,  via  indispensabile  a  tutte  le  ricerche  più 
complicate. 

L'attenzione  che  Jacobi  cominciò  a  risvegliare,  indusse  le 
autorità  superiori  dell'istruzion  pubblica  ad  invitarlo  a 
continuare  provvisoriamente  le  sue  lezioni  in  qualità  di 
professore  particolare  (aggregato)  a  Koenisberg;  dove,  per 
la  cattedra  di  matematica  divenuta  allora  per  l'appunto  ^^a- 
cante,  si  offrivano  al  merito  di  lui  maggiori  speranze  di 
premio  che  non  a  Berlino. 

Fatto  importante  per  la  carriera  scientifica  di  Jacobi  nel 
suo  soggiorno  a  Koenisberg  fu  la  conoscenza  personale  eh' 
ei  fece  del  grande  astronomo  Bessel ,  e  il  trovarsi  per  la 
prima  volta  in  contatto  con  un  uomo  di  genio  in  una 
scienza  cosi  strettamente  collegata  con  la  sua.  E  comecché 
egli  fosse  già  fin  da  giovane  abituato  al  faticoso  e  sodo 
studiare,  pure  la  vista  diuturna  dell'operosità  instancabile 
di  questo  uomo  straordinario  esercitò  sopra  di  lui  tale  una 
potenza  di  abiti  studiosi,  la  quale  ei  stesso  ricordò  poi  so- 
vente, e  con  riconoscenza. 

In  quanto  a  quella  parte  della  vita  del  Jacobi  conside- 
rato come  scrittore  ed  autore,  fu  per  lui  una  buona  ven- 
tura Tessere  esordito  su  questo  terreno  quando  appunto  si 
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veniva  fondando  quel  Giornale  matematico,  per  la  cui  pub- 
blicazione  il  nostro  collega  Creile  acquistò  nome  tanto 
grande  e  duraturo,  si  per  avere  aiutato  alla  diffosione  delle 
matematiche  discipline  ,  e  sì  ancora  per  aver  dato  nuovo 
impulso  allo  studio  di  esse.  Jacobi,  che  fu  tra  i  primi  col- 
laboratori del  Giornale,  vi  è  rimasto  fedele  sino  alla  sua 
morte^  e  tranne  le  due  opere  particolari  «  Fund.  nova  ne 
«  Canon  aritk.  »  ,  quasi  a  tutti  gli  altri  suoi  lavori  fu  sola 
palestra  il  giornale  di  Creile. 

Le  prime  Memorie  di  Jacobi  lo  mostrano  già  di  buon' 
ora  perfetto  matematico;  sia  che^  egli  esamini  con  criterii 
nuovi  o  più  semplici  dottrine  già  conosciute,  come  ba  fatto 
nelle  Note  «  Sul  metodo  di  Gauss  per  la  determinazione  ap" 
próssimata  degV Integrali  definiti  »  e  Sul  metodo  di  Pfaff  per 
Vintegraxione  delVequazioni  a  differenze  parziali  »  }  sia  che 
svolga  problemi  non  ancora  risoluti ,  e  pervenga  a  nuovi 
risultati.  Tra  i  lavori  dell'ultima  specie,  due  sono  degni  di 
particolare  menzione  :  una  Memoria  di  poche  pagine,  nella 
quale  trova  una  proprietà  fondamentale,  rimasta  per  lo  in- 
nanzi ignota,  della  notabile  funzione;  la  quale  ,  introdotta 
per  la  prima  volta  da  Legendre  nella  scienza  ,  ka  poscia 
avuto  si  gran  parte  in  tutte  le  posteriori  ricerche  sulFat' 
trazione  :  e  un'altra  Memoria  ce  Sopra  i  resti  eubiei  ir  ,  la 
quale  contiene  a  dir  vero  il  solo  enunciato  delle  proposi- 
zioni senza  dimostrazioni  ,  ma  le  proposizioni  son  tali  da 
non  potersi  reputare  trovate  per  induzione  ,  e  per  conse- 
guenza non  lasciano  dubbio  che  l'autore  fin  d'allora  fosse 
già  in  possesso  di  nuovi  e  fruttiferi  prìncipii  in  quel  ramo 
della  scienza  che  partecipa  dell'  Algebra  superiore  e  della 
Teorìa  dei  numeri,  e  che  venticinque  anni  prima  era  stato 
creato  da  Gauss.  Il  che  viene  confermato  da  una  posterio- 
re pubblicazione  dello  stesso  Jacobi,  nella  quale  è  espressa- 
mente dichiarato  che  codesti  principii  furono  in  quel  tem- 
po comunicati  per  iscritto  a  Gauss. 
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Jacobi  venne  distolto  dal  prose^ìre  cosiffatto  argomento 
dalle  sue  ricerche  sulle  funzioni  ellittiche,  le  quali  dove* 
vano  bentosto  procacciargli  grande  celebrità  ,  e  collocarlo 
tra  i  primi  matematici  del  nostro  tempo. 

É  cosa  notabile  che  il  giovane  matematico  che  aveva 
tentato  con  successo  varie  teoriche ,  non  fu  sulle  prime 
egualmente  felice  in  questo  campo.  Udo  dei  suoi  amici  tro- 
vatolo un  giorno  pieno  d'uggia,  e  richiestagliene  la  ragio- 
ne, n'ebbe  per  risposta  :  Voi  mi  vedete  sul  punto  di  resti- 
tuire alla  Biblioteca  questo  libro  {Legendre,  Exercices^  ec), 
per  il  quale  vedo  che  non  mi  aiuta  la  fortuna.  Ogni  qual- 
volta io  mi  son  fatto  a  studiare  altri  libjri  più  o  meno  im- 
portanti, sempre  mi  si  sono  svegliati  nella  mente  pensieri 
propri  e  sempre  qualche  cosa  vi  ho  guadagnato.  Questa 
volta  però  ho  acquistato  nulla,  e  non  mi  é  rampollata  la 
minima  idea. 

Se  questa  volta  i  propri  pensieri  si  fecero  aspettare  più 
dell'usato,  però  essi  comparvero  in  copia  maggiore; e  tale  che, 
con  «quelli  contemporanei  di  Abel,  ebbero  per  conseguenza 
una  inaspettata  esplicazione  e  la  completa  trasformazione 
di  uno  dei  più  importanti  rami  di  Analisi. 

Poiché  il  progresso  venne  qui  contemporaneamente  da 
due  fonti  diverse,  ò  necessario  esaminare  simultaneamente 
le  ricerche  di  Jacobi  e  quelle  di  Abel.  Le  scoperte  di  en- 
trambi, in  origine  indipendenti  le  une  dalle  altre ,  si  coi- 
legarono  poscia  fra  loro  in  tal  guisa,  che  l'esposizione  delle 
une  senza  prendere  in  considerazione  le  altre  non  sarebbe 
facilmente  intelligibile. 

La  teoria  delle  funzioni  ellittiche,  colla  quale  sono  per 
sempre  congiunti  i  nomi  di  Abel  e  di  Jacobi,  non  rimonta 
al  di  là  della  seconda  metà  del  secolo  precedente.  Un  ma- 
tematico italiano  di  non  comune  penetrazione,  il  conte  Fa- 
gnano  degli  Stati  Ecclesiastici,  fece  la  notevole  scoperta  , 
che  l'integrale  che  esprime  l'arco  della  curva ,  dai  mate*- 


(  348  ) 
malici  d'allora  studiata  molto  sotto  il  nome  di  lemniscata, 
ha  proprietà  simili  a  quelle  dell'integrale  pia  semplice,  che 
rappresenta  un  arco  di  cerchio.  Cosi,  p:  e:,  egli  scopri  che 
tra  i  limiti  di  due  integrali  di  questa  specie  ,  di  cui  uno 
è  uguale  al  doppio  valore  dell'altro,  ha  luogo  una  semplice 
relazione  algebrica,  in  guisa  che,  un  arco  di    lemniscata , 
comecché  trascendente  di  ordine  superiore,  pure  può  essere 
raddoppiato  o  diviso  per  metà    mediante    costruzioni  geo- 
metriche, come  un  arco  di  cerchio.  Eulero,  qualche  anno 
dopo,  trovò  la  vera  sorgente  di  queste  ed  altre  proprietà  si- 
miglianti  in  un  teorema,  il  quale  va  tra  i  più  bei  trovati 
di  questo  grande,  pensatore.  Secondo  questa  proposizione  di 
Eulero,  un  certo  integrale,  più  generale  di  quello  conside- 
rato da  Fagnano,  e  che  neirodierna  terminologia  toglie  no- 
me d'integrale  ellìttico  di  prima  specie,  dipende  in  tal  guisa 
dal  suo  limite,  che  due  integrali  di  questa  specie,  con  li* 
miti  arbitrari!,  possono  sempre  essere  riuniti  in  un  terzo, 
il  cui  limite  è  dato  in  funzione  dei  primi ,  mediante  una 
semplice  relazione  algebrica;  al  modo  stesso  che  il  seno  di 
un  arco  composto  di  due  parti  può  essere    formato    alge- 
bricamente coi  seni  delle  sue  parti.  Ma  l'integrale  ellittico 
é  più  generale  di  quello  che  rappresenta  un  arco  di  cer- 
chio. Ridotto  alla  sua  forma  più    semplice  ,  esso  dipende 
non  solo  dal  suo  limite,  ma  anche    da    un'  altra    quantità 
contenuta  nella  funzione,  cioè  dal  cosi  detto  modulo.  Il  teo- 
rema di  Eulero  stabilisce  relazioni    soltanto   tra    integrali 
dello  stesso  modulo.  Il  primo  esempio  di  una  relazione  tra 
integrali  di  modulo  differente,  fu  dato  da  posteriore  sco- 
perta fatta  da  Landen ,   e    in  forma  alquanto    diversa  da 
Lagrange .  Per  questa  scoperta  un  integrale    ellittico  può 
essere  trasformato  in  altro  integrale  della  stessa  specie  con 
una  semplice  sostituzione  algebrica. 

E  gloria  non  peritura  di  Legendre  di  aver  riconosciuto 
nelle  menzionate  scoperte  un  ramo  importante  di  Analisi 
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e  di  a^ere  atteso  quasi  tutta  la  vita  ad  elevare  sopra  questi 
fondamenti  una  teoria  indipendente  ,  che  comprende  tutti 
quegl'integrali,  nei  quali  non  è  contenuta  altra  irraziona- 
lità, tranne  una  radice  quadrata,  sotto  la  quale  la  varia* 
bile  è  di  grado  non  superiore  al  quarto.  Eulero  aveva 
già  osservato  con  quali  modificazioni  il  suo  teorema  po- 
teva applicarsi  a  tale  specie  d'integrali;  Legendre  partendo 
dal  felice  pensiero  di  ridurre  tutti  questi  integrali  a  forme 
canoniche  fisse,  riusci  a  questo  che  esse  si  riducono  a  tre 
specie  affatto  differenti  fra  loro;  risultato  di  tanta  impor- 
tanza al  perfezionamento  della  scienza.  Nel  sottoporre  po- 
scia ogni  specie  a  diligente  esame,  egli  scopri  molte  delle 
loro  più  rilevanti  proprietà ,  delle  quali  particolarmente 
quelle  che  appartengono  alla  terza  specie,  erano  molto  re- 
condite ed  ingombre  da  non  poca  difficoltà.  Solo  colla  più 
tenace  perseveranza,  che  persuase  a  questo  gran  matema- 
tico di  ritornare  più  volte  sullo  stesso  soggetto,  potè  egli 
vincere  quelle  difficoltà,  le  quali,  riguardando  alle  condi- 
zioni della  scienza  in  quel  tempo,  dovevano  apparire  quasi 
insuperabili. 

La  teoria ,  come  la  trovarono  Abel  e  Jacobi ,  presen- 
tava parecchie  deduzioni  assai  oscure  ,  che  non  potevano 
chiarirsi  coi  principii  allora  conosciuti.  Cosi,  per  menzio- 
nare una  di  coteste  deduzioni,  si  era  trovato  che  il  grado 
dell'equazione  formata  con  l'aiuto  del  teorema  di  Eulero, 
dalla  cui  soluzione  dipende  la  divisione  degl'  integrali  el- 
littici, non  è  uguale  al  numero  delle  parti  come  nell'ana- 
loga quistione  della  divisione  del  cerchio,  ma  al  quadrato 
di  questo  numero.  Il  significato  delle  radici  reali ,  il  cui 
numero  si  accorda  con  quello,  era  manifesto;  per  contra- 
rio le  numerose  radici  immaginarie  dovevano  apparire  af- 
fatto inesplicabili.  Ma  prima  di  Abel  e  di  Jacobi,  a  ninno 
cadde  in  mente  che  in  ciò  si  occultasse  un  qualche  segre- 
to; e  fu  ad  essi  riserbato  di  maravigliarsi  di  questi  e  si- 
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mili  risultati,  la  qual  cosa  nelle  matematiche,  come  nelle 
altre  scienze,  è  già  una  mezza  scoperta. 

Comunque  la  trasformazione,  della  teorica  delle  funzioni 
ellittiche,  dovuta  ad  Abel  e  a  Jacobi,  sia  risultata  dall' a* 
zione  simultanea  di  parecchi  pensieri  che  si  aiutano  re- 
ciprocamente, pure  a  due  soltanto  di  questi  pensieri  sem- 
bra che  debba  attribuirsi  maggiore  importanza  ,  essendo 
essi  quelli  che  penetrano  intimamente  tutte  le  parti  della 
nuova  teoria.  Mentre  coloro  che  si  erano  precedentemente 
occupati  di  questo  soggetto  riguardavano  l'integrale  ellit- 
tico della  prima  specie  come  fuìizione  del  suo  limite,  Abel 
e  Jacobi  riconobbero,  Tuno  indipendentemente  dall'  altro , 
(benché  il  primo  alcuni  mesi  innanzi),  la  necessità  di  con- 
siderare per  opposto  come  funzione  delFintegrale  il  limite 
e  due  quantità  che  ne  dipendono,  le  quali  sono  cosi  stret- 
temente  unita  ad  esso  come  il  seno  al  coseno  ;  nel  modo 
stesso  che  le  più  importanti  proprietà  delle  trascendenti 
che  dipendono  dal  cerchio  si  erano  ottenute  considerando 
il  seno  e  il  coseno  come  funzioni  dell'  arco  ,  e  non  già 
questo  come  funzione  di  quelli. 

Un  secondo  pensiero  ,  comune  a  Jacobi  e  ad  Abel  ,  il 
pensiero  cioè  d'introdurre  l'immaginario  in  questa  teorìa,  fu 
di  ancor  maggiore  importanza;  e  Jacobi  poi  spesso  affermò 
che  la  sola  introduzione  delle  quantità  immaginarie  ha 
sciolti  tutti  gli  enigmi  dell'antica  teoria.  Se  vecchia  espe- 
rienza non  ci  ammaestrasse  che  assai  di  sovente  ci  appa- 
risce ultimo  quello  che  a  noi  è  più  da  presso  ,  dovrebbe 
sembrarci  straordinario  che  un  siffatto  pensiero  fosse  sfug- 
gito ad  Eulero,  fra  i  più  bei  trovati  del  quale  sì  novera 
quello  di  aver  condotta  la  teoria  delle  funzioni  circolari^, 
trattandole  come  grandezze  esponenziali  immaginarie  ,  a 
tal  grado  di  semplicità  e  di  estensione,  che  quasi  tutla  1' 
Analisi  n'  ebbe  a  sperimentare  una  trasformazione  essen- 
ziale. 


(351  ) 

Mentre  Abel  e  Jacobi  introdnceyano  1* immaginario  nelle 
funzioni  snmmentovate  ,  ottenute  per  via  della  trasforma-» 
zioue  dell'integrale  ellittico  di  prima  specie,  e  dette  escln-- 
siyamente  funzioni  ellittiche,  secondo  l'odierna  terminolo- 
gia, riconobbero  che  tali  funzioni  partecipano  della  natura 
delle  funzioni  circolari ,  ed  insieme  di  quelle  delle  espo* 
nenziali,  sì  che  mentre  le  prime  sono  periodiche  solo  per 
▼alori  reali  dell'argomento  e  le  ultime  solo  per  valori  im- 
maginarii,  le  funzioni  ellittiche  riuniscono  in  se  entrambe 
le  specie  di  periodicità. 

Postisi  sopra  un  nuovo  terreno  per  virtù  di  questo  con^ 
cetto  fondamentale,  Abel  e  Jacobi  rivolsero  le  l%ro  ricer* 
che  verso  due  differenti  regioni  della  teoria.  Abel  mirò  al 
problema  che  ha  per  oggetto  la  moltiplicazione  e  divisione 
degllntegrali  ellittici;  e  mentre  con  V  aiuto  del  principio 
del  doppio  periodo  penetrava  bene  addentro  nella  natura 
delle  radici  dell'  equazione  da  cui  la  divisione  dipende  , 
giungeva  alla  scoperta  affatto  inaspettata,  che  la  divisione 
generale  dell'integrale  ellittico,  con  limite  arbitrario,  può 
essere  effettuata  sempre  algebricamente ,  cioè  per  via  di 
semplici  estrazioni  di  radice,  ogni  qualvolta  si  presupponga 
già  eseguita  la  divisione  particolare  del  cosi  detto  integrale 
completo.  Questa' divisione  particolare  sembra  possibile  so-^ 
lamento  per  moduli  speciali,  fra.  i  quali  il  più  semplice  è 
quello  che  corrisponde  alla  lemniscata.  Nel  dare  la  solu- 
zione del  problema  per  questo  caso  speciale  ,  egli  mostrò 
che  la  divisione  dell'intera  lemniscata  è  al  tutto  analoga  a 
quella  del  cerchio,  e  può  essere  effettuata  per  via  di  una 
costruzione  geometrica  negli  stessi  casi  in  cui  essa  divisione 
é  possibile  pel  cerchio,  secondo  la  bella  teoria  data  25  anni 
prima  da  Gauss. 

Intorno  a  quest'ultimo  lavoro  di  Abel  è  a  richiamarsi  una 
singolarità  storica  degna  di  menzione.  Nell'introduzione  all' 
ultima  sezione  delle  <(  Disq.  arUk.  »  ,  consacrata  alla  di- 
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visione  del  cerchio,  Gauss  aveva  osservato,  di  passaggio, 
che  io  stesso  priocipio,  su  cui  poggia  la  divisione  del  cer- 
chio, é  applicabile  altresì  a  quella  delia  lemniscata.  Infatti 
la  Memoria  di  Abel  sulla  divisione  della  lemniscata  è  fon- 
data essenzialmente  sul  principio  di  Gauss,  secondo  il  quale 
le  radici  dell'equazione  da  risolvere  debbono  disporsi  in 
un  circolo,  si  che  ciascuna  dipenda  dalla  precedente  alla 
stessa  maniera.  Ma  se,  per  la  divisione  del  cerchio,  le  pro- 
prietà già  note  delle  funzioni  trigonometriche  bastavano 
per  disporre  le  radici  secondo  il  principio  di  Gauss ,  nel 
caso  della  lemniscata  era  necessario,  non  che  alla  disposi- 
zione al  riconoscerne  la  sola  possibilità,  di  penetrare  molto 
addentro  nella  natura  delle  radici;  il  che  soltanto  per  virtù 
del  principio  della  doppia  periodicità  poteva  ottenersi.  La 
qual  cosa,  mercè  codesta  Memoria  di  Abel,  forma  per  Gauss 
una  testimonianza  solenne  come  egli  ,  andando  innanzi  al 
suo  tempo,  avesse  già  fin  dal  cominciare  del  secolo,  rico- 
nosciuto il  principio  del  doppio  periodo.  Tuttavia  siffatta 
testimonianza,  essendo  emersa  soltanto  dai  posteriori  lavori 
di  Abel,  non  menoma  in  niun  modo  il  dritto  di  questi  e 
di  Jacobi  a  tale  trovato. 

Le  ricerche  di  Abel,  oltre  i  già  menzionati  risultati  re- 
lativi alla  divisione,  ebbero  ancora  per  conseguenza  un'al- 
tra scoperta,  non  meno  importante.  Ponendo  eguale  ^Ifio- 
finito  il  moltiplicatore  che  si  presenta  nelle  formolo  pe)[  via 
delle  quali  egli  aveva  rappresentate  le  funzioni  ellittiche 
di  un  argomento  multiplo  mercè  le  funzioni  dell'argomento 
semplice,  egli  ottenne  espressioni  di  sommo  rilievo  per  le 
funzioni  ellittiche  in  forma  di  serie  infinite,  come  pure  di 
quozienti  di  prodotti  infiniti.  La  qual  scoperta  è  per  l'ana- 
lisi di  ancora  maggior  momento  che  non  la  risolubilità  al- 
gebrica dell'equazioni  per  la  divisione  indicata  dal  mede- 
simo Abel. 

Al  tempo  stesso  che  Abel  proseguiva  queste  belle  ricer* 
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€be,  Jacobi  travagliavasi  intorno  ad  altre  parti  dello  stesso 
soggetto,  di  non  minore  rilievo.  La  sostituzione  ricordata  di 
sopray  per  la  quale  un  integrale  ellittico  si  trasforma  in 
4in  altro  della  stessa  forma,  era  sin'allora  Tunica  della  sua 
specie.  A  dir  vero  Lcgendre,  non  molto  prima  del  tempo 
in  cui  Jacobi  rivolse  la  mente  intorno  a  queste  soggetto  , 
aveva  trovato  una  seconda  trasformazine  dell'integrale  el* 
littico;  ma  questa  seconda  trasformazione,  cbe  a  lui  parve 
ultima,  non  era  conosciuta  in  Germania,  e  quindi  non  al- 
trimenti cbe  per  una  rara  acutezza  di  mente  potevasi  de* 
durre  da  un  anello  visibile  l'esistenza  di  una  catena  infi- 
nita, e  ricbiedevasi  grande  ardimento  per  proporsi  a  pro- 
blema la  disamina  della  natura  di  cotesta  catana. 

Una  induzione  felice,  nella  quale  «bbe  parte  principale 
il  sottile  e  affatto  nuovo  pensiero  di  considerare  la  trasfor- 
mazione e  la  moltiplicazione  da  un  eomune  punto  di  vi- 
sta, e  l'ultima  come  caso  speciale  della  prima,  condusse  Ja- 
cobi a  presentire  cbe  funzioni  razionali  di  ogni  grado  sie- 
no  atte  a  trasformare  un  integrale  ellittico  in  un  integrale 
della  stessa  forma.  E  ciò  venne  subito  confermato  dal  fatto 
cbe  il  numero  dei  ^^oeflScienti  arbitrarii,  dei  quali  si  poteva 
disporre  per  ogni  grado,  bastava  per  soddisfare  a  tutte  le 
condizioni  necessarie  aflSncbè  l'integrale  trasformato  fosse  di 
forma  analoga  al  primitivo.  Ma  comeccbè  una  cosi  sem- 
plice maniera  di  considerare  la  quistione,  non  potesse  la- 
sciar dubbio  sulla  possibilità  della  cosa,  restava  pur  sem- 
pre a  fare  un  gran  passo  per  riconoscere  l'intima  natura 
analitica  dell'espressione  fratta  appropriata  alla  trasforma- 
zione.  Di  qual  specie  fossero  le  difficoltà  da  vincere,  e  per 
via  di  quali  ingegnose  considerazioni  Jacobi  le  vincesse  , 
non  può  essere  qui  dicbiarato  ;  come  pure  non  mi  è  con- 
sentito enumerare  le  importanti  conseguenze  cbe  risultavano 
dal  problema  compiutamente  risoluto.  Fo  menzione  soltanto 
del  risultato  notevole  di  siffatta  ricerca;  cioè  cbe  la  mol- 
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Ciplicazione  può    essere    composta    sempre  di  due  irasfor- 
maziosi* 

Mentre  Àbel  e  Jacobi  a  questo  m«do  yenivano  per£ezio- 
naado  contemporatteameete  la  teoria  per  due  diverse  dire- 
cìodì,  sembrava  che  la  fortuna  volesse  compartire  eguale 
ai  due  giovani  emuli  Tonore  del  progresso;  perocché  il  mo- 
do onde  uno  mandava  innanzi  il  trovalo  dell'altro,  sì  tosto 
oh  era  noto,  non  lascia  dubbio  che  ciascuno  di  essi  avrebbe 
da  se  solo  compiuto  V  intero  progresso  se  1'  altro  non  lo 
avesse  preceduto  in  una  parte  del  lavoro. 

Jacobi  nelle  sue  ricerche  aveva  preso  le  mosse  daila  sup- 
posizione che  nella  trasformazione  la  variabile  prioiitiva 
fosse  espressa  razionalmente  per  via  della  nuova.  Abel 
svolse  il  problema  nella  ipotesi  più  generale  che  tra  le  due 
variabili  abbia  luogo  una  qualche  equazione  algebrica ,  e 
riusci  al  risultato  che  il  problema,  portato  a  tal  grado  di 
generalità,  può  sempre  essere  ridotto  al  caso  speciale  da 
Jacobi  così  compiutamente  esaminato. 

Con  non  minore  successo  Jacobi  entrò  a  trattare  la  teo- 
rica della  divisione  generale  data  da  Abel.  La  maniera  colla 
quale  Àbel  aveva  risoluto  il  problema,  mostrava  ,  a  dir 
vero,  che  le  radici  sono  sempre  espripaibili  algebricamente, 
ma  per  leffettiva  rappresentazione  delle  stesse  esigeva  la  for- 
mazione di  certe  relazioni  simmetriche  delle  radici,  la  quale 
poteva  conseguirsi  solo  in  ciascun  caso  particolare.  Jacobi 
da  un  nuovo  principio,  che  bentosto  saremo  per  accennare, 
dedusse  l'espressione  definitiva  delle  radici  accomodata  ad 
ogni  grado,  e  formata  immediatamente  dai  dati  del  problema; 
e  questa  espressione  ha  su  quella  di  Abel  eziandio  il  van- 
taggio di  una  forma  molto  più  semplice.  Jacobi  sperò  sor- 
prendere Abel  coi^  questo  risultato  che  perfezionava  la  so- 
luzione del  problema  della  divisione  e  ch'egli  fece  di  pub- 
blica ragione  in  una  breve  Nota:  ma  questa  speranza  restò 
delusa.  Abel  era  morto,  nell'età  di  anni  27,  cioè  circa  due 
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anni  dopo  la  pttbblicaeìoue  del  suo  primo  lavoro  sulle  fan* 
zioai  etliliiche.  La  morte  aveva  si  presto  troncata  la  splen- 
dida carriera  di  questo  iatelletto  vasto  e  profondo! 

Le  ricerche  posteriori  di  Jacobi  sulle  trascendenti  ellit- 
tiche ,  come  anche  l'ultima  testé  menzionata^  traggono  ori- 
gine da  un  pensiero  al  quale,  per  i  suoi  risultamenti,  deve 
forse  assegnarsi  il  primo  posto  fra  i  concetti  di  lui.-  Questo 
pensiero  fu  d'introdurre  neirAnalisi^  come  trascendente  in* 
dipendente,  i  prodotti  infiniti,  per  i  cui  quozienti,  Abel  aveva 
espresso  le  funzioni  ellittiche.  Quando  gli  riuscì  di  porre 
sotto  forma  di  serie  cotesti  prodotti,  che  del  resto  vanno 
considerati  tutti  di  natura  identica  e  casi  particolari  di  una 
sola  trascendente,  egli  riconobbe  una  funzione  presentatasi 
già    ai    geometri  francesi   nelle    ricerche  di  Fisica  mate- 
matica. Però  mentre  qui  la  detta  funzione  era  stata  quasi 
negletta  e  solo  una  delle  sue  proprietà  era  stata  avvertita, 
Jacobi  la  sottopose  ad  un  profondo  esame  ,    ne  riconobbe 
la  natura  analitica  e  la  introdusse  nella  teoria  degl'  inte- 
grali di  seconda  e  terza  specie.  La  qual  cosa  ebbe  per  ef- 
fetto non  solo  la  cognizione  della  già  nota,  ma  isolata  pro- 
prietà dell'intimo  legame  di  quest'  integrali ,  ma  anche  la 
rilevante  scoperta  che  gì'  integrali  di  terza    specie  dipen- 
denti da  tre  elementi,  possono  essere  espressi  per  vìa  della 
nuova  trascendente  che  ne  contiene  solamente  due. 

Jacobi,  nelle  sue  lezioni,  soleva  torre  a  fondamento  dell'in- 
tera teorica  la  considerazione  di  quefta  funzione  ;  lo  che 
non  solo  apportò  grande  semplicità  e  chiarezza  nell'esposi- 
zione di  questo  soggetto,  ma  offri  ancora  un  nftodello  ad  altre 
ricerche  posteriori  che  saranno  da  noi  più  sotto. 

E  ninno  vorrà  rifiutare  a  questa  funzione  il  primo  grado 
dopo  le  trascendenti  elementari  già  da  lungo  tempo  accettate 
nella  scienza,  ove  si  rifletta  a  queste  tre  cose;  cioè  ch'essa 
domina  tutta  la  teorica  delle  trascendenti  ellittiche;  che  Ja- 
cobi ha  dedotto  dalle  proprietà  di  quella,  importanti  teo- 
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remi  della  più  alta  aritmetica;  e  infine  che  essa  stessa  ha 
parte  principale  in  molte  applicazioni,  fra  le  quali  ricor* 
deremo  solamente  la  rappresentazione  del  moto  di  rotazione 
data  per  yia  di  questa  trascendente,  ch'è  uno  degli  ultimi 
e  più  bei  lavori  di  Jacobi.  È  singolare  che  una  funzione 
di  tanto  momento,  non  abbia  ancora  altro  nome  se  non  quello 
della  trascendente  0,  datole  per  caso  dallo  stesso  Jacobi  nei 
suoi  primi  layori.Onde  i  matematici  adempirebbero  ad  un  do- 
vere di  riconoscenza,  se  si  accordassero  a  mutarlo  in  quello 
deirillustre  matematico,  per  onorare  la  memoria  dell'uomo 
fra  le  cui  scoperte  più  belle  è  da  noverarsi  quella  di  avere 
primo  riconosciuta  la  natura  e  l'alta  importanza  di  cote^ 
sta  trascendente. 

I  menzionati  lavori  di  Abel  non  sono  gli  unici  né  i  più 
rilevanti  fra  quelli  di  cui  la  scienza  va  debitrice  a  questo 
eminente  matematico.  La  sua  maggiore  scoperta  é  conte* 
nuta  in  una  proposizione,  che  porta  il  suo  nome,  impron-* 
tata  del  suo  straordinario  intelletto,  di  cui  la  proprietà  spe- 
ciale si  era  di  trattare  le  quistioni  scientifiche  abbraccian-c 
dolo  nella  loro  più  vasta  generalità. 

II  teorema  di  Eulero,  di  che  abbiamo  sopra  favellato  ^ 
io  parlo  qui  del  teorema  considerato  come  principio,  e  non 
già  delle  conseguenze  che  se  ne  sono  dedotte,  le  quali  di 
giorno  in  giorno  più  si  vengono  esplicando  —  formava  al- 
lora, nel  giro  del  dominio  a  cui  appartiene,  il  limite  della 
scienza  ,  e  per  varcarlo  invano  si  erano  affaticati  Eulero 
stesso,  Lagrange  e  altri  predecessori  di  Abel.  Quale-  am- 
mirazione deve  quindi  produrre  una  scoperta  che,  com- 
prendendo gl'integrali  di  qualunque  funzione  algebrica,  ne 
rivelava  la  proprietà  fondamentale  ? 

Legendre  chiama  il  teorema  di  Abel  un  monumetUum 
aere  perenniusj  e  Jacobi  nota  «  come  esso  esprima  in  sem* 
plici  forme,  e  senza  apparato  di  calcolo,  i  pensieri  mate- 
matici più  profondi  e  più  vasti;  e  fosse  la  maggiore  sco* 
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perta  matemàtica  dei  nostri  tempi,  comunque  tutta  la  sua 
importanza  non  possa  venire  resa  manifesta  che  soltanto  da 
un  nuovo  e  grande  lavoro,  forse  ancora  lontano.  » 

Questo  lavoro  è  già  cominciato,  e  Jacobi  ne  ha  avuto  la 
parte  principale^ 

Il  pensiero  di  considerare  negrintegrali  abeliani  le  fun^- 
zioni  inverse,  come  con  tanto  successo  si  era  fatto  per  gì' 
integrali  ellittici,  apparve  ben  presto  ineseguibile  e  com-* 
plicato  di  inestricabile  contfadizìone.  Ed  invero  Jacobi  ri'- 
conobbe  subito  che  queste  funzioni  inverse  dovevano  avere 
quattro  periodi  e  ancora  più  ;  quando  è  noto  che  una  f un-* 
zione  analitica  uniforme  e  continua  allorché  non  passa  per 
l'infinito,  come  le  funzioni  ellittiche  e  circolari  ,  ammette 
due  soli  periodi.  Anche  qui  un  nuovo  e  recondito  pensiero 
richiedevasi,  perchè  il  teorema  di  Àbel  non  restasse  infc* 
condo,  e*  perchè  divenisse  il  fondamento  di  una  grande  teo- 
ria analitica. 

Jacobi,  dopo  essersi  per  più  anni  affaticato  intorno  a  que-* 
sto  soggetto  ed  averlo  esaminato  per  tutti  gli  aspetti,  trovò 
finalmente  la  soluzione  dell'enigma  nell'osservazione  che  in 
questo  caso  debbono  considerarsi  contemporaneamente  quat* 
tro  o  più  integrali,  dai  quali,  per  via  d'inversioni,  vanno 
dedotte  due  o  più  funzioni  di  un  egual  numero  di  argo-^ 
menti.  Egli  fece  nota  questa  divinazione  in  una  Memoria 
di  dieci  pagine,  alla  quale,  due  anni  dopo,  ne  venne  die- 
tro una  più  vasta,  in  cui  appariva  nella  sua  più  chiara 
luce  la  natura  analitica  di  queste  funzioni  inverse. 

Comunque  la  rappresentazione  di  queste  funzioni ,  tro- 
vata posteriormente,  non  appartenga  a  Jacobi  ,  ma  a  due 
matematici  più  giovani  di  non  comune  ingegno,  tuttavia  io 
debbo  far  menzione  di  questo  importante  progresso,  da  che 
l'influsso  di  Jacobi  vi  apparisce  evidente.  GOEPEL  eRO- 
SENHAIN  ,  togliendo  a  modello  la  sopraccennata  seconda 
trattazione  della  teoria  delle  funzioni  ellittiche, hanno  posto  a 
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foDdameiìto  dei  toro  bei  lavori  la  considerazione  delle  se- 
rie infinite,  la  cui  legge  di  formazione  é  più  generale,  ma 
della  stessa  natura  di  quella  della  serie  per  la  qnale  Tiene 
espressa  la  funzione  Jacobiana. 

Benché  nell'esposizione  delle  scoperte  di  Jacobi,  nel  cam- 
po deHe  trascendenti  ellittiche  ed  abelianes  io  mi  sia  ri- 
stretto a  rilevare  le  cose  più  culminanti,  tuttavia  essa  è  riu- 
scita cosi  ampia  che  mi  è  forza  riassumere  qui  brevemente 
le  altre  investigazioni  di  Jacobi ,  trascurando  molti  lavori 
concernenti  solo  quistioni  speciali  e  intesi  al  perfeziona- 
mento delle  particolarità  della  scienza. 

Abbiamo  già  innanzi  mentovato ,  come  appartenente  ai 
primi  lavori  del  Jacobi,  le  ricerche  di  lui  svila  divisione 
del  cerchio  e  l'applicazione  di  questa  all'alta  Aritmetica,  In 
cosiffatte  ricerche,  a  cui  egli  pose  a  fondamento  la  forma, 
che  Lagrange  aveva  dato  alla  soluzione  dell'  equazioni  bi- 
nomie,  già  trovata  pel  primo  da  Gauss,  s'incontrò  in  alcuni 
risultati  col  gran  matematico  Ganchy,  il  quale  oceupavasi 
contemporaneamente  di  simili  ricerche.  E  quando  qvesti, 
durante  il  primo  soggiorno  di  Jacobi  in  Parigi,  pubblicò 
un  estratto  dei  suoi  lavori,  fece  di  ciò  speciale  ricordanza. 

Gauchy  dalla  divisione  del  cerchio  aveva  dedotto  questo 
bel  teorema;  tutti  i  numeri  primi  che  divìsi  per  un  dato 
numero  primo  o  per  il , quadruplo  dello  stesso,  danno  per 
resto  l'unità,  elevati  ad  una  data  potenza  il  cui  esponente 
dipende  semplicemente  dall'ultimo  numero  primo,  vengono 
rappresentati  per  via  della  cosi  detta  forma  quadratica  prin- 
cipale, che  ha  per  determinante  il  dato  numero  primo  preso 
negativamente.  Or  Jacobi  ricavò  da  questo  teorema  il  pre- 
sentimento che  quell'esponente  debba  accordarsi  eoi  n«mero 
delle  forme  quadratiche ,  diverse  le  une  dalle  altre  ,  che 
corrispondono  al  menzionato  determinante,  E  poiché  questo 
presentimento  si  confermò  in  tutti  gli  esempi  numerici , 
così  egli  non  ebbe  difficoltà  a  pubblicare  questa    osserva- 
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rione  in  una  breve  Nota.  Io  mi  son  creduto  in  debito  ^ 
dopo  la  yerbale  comunicazione  che  a  me  ne  fece  Io  stessa 
Jacobi,  di  menzionare,  come  esempio  di  sagace  induzioney 
l'orìgine  rimasta  sinora  ignota  di  questo- risultato;  benché 
la  dimostrazione  esatta  dello  stesso  non  sembra  poter  essere 
fondata  sulla  divisione  del  cerchio,  ma  esigere  principii  af- 
fatto diversi,  tolti  al  calcolo  integrale  e  alla  teoria  delle 
serie,  i  quali  sodo  stati  posteriórmente  introdotti  nella 
scienza. 

Aveva  Gauss,  nel  1832,  pubblicato  una  seconda  Memo- 
ria sopra  i  resti  biquadratici;  la  quale  levò  grido  pel  pro- 
fondo pensiero  di  trattare  i  numeri  interi  complessi  nell' 
Aritmetica  superiore,  alla  stessa  guisa  che  i  numeri  reali, 
e  per  la  legge  di  reciprocità  ivi  stabilita,  e  che  ha  luogo 
nella  teoria  dei  resti  biquadratici  tra  due  numeri  comples- 
si. Or  siflatta  Memoria  porse  occasione  a  Jacobi  di  ripren- 
dere le  sue  precedenti  ricerche  ,  e  gli  riuscì  di  dedurre 
con  grande  semplicità  dalia  divisione  del  cerchio  non  solo 
il  bel  teorema  di  Gauss,  già  mentovato,  ma  ancora  altro  si- 
mile cbe  si  riferisce  ai  resti  cubici. 

Benché  le  dette  ricerche  ed  altre  che  vi  hanno  relazio- 
ne, delle  quali  a  me  non  è  dato  indicare  neppure  il  titolo, 
fossero  da  Jacobi  completamente  scritte  negli  anni  1836-39, 
ppre  egli  non  si  seppe  risolvere  mai  a  farle  di  pubblica 
ragione.  La  sua  esitazione  nasceva  dal  desiderio  di  rendere 
più  generali  taluni  risultati;  al  che  egli  non  ha  trovato  agio 
sufficiente,  occupato  com'era  in  tanti  altri  lavori.  Una  parte 
%  delle  sue  indagini,  e  particolarmente  la  dimostrazione,  già 
accennata,  della  legge  di  reciprocità  sono  pervenute  a  co- 
gnizione dì  alcuni  matematici  tedeschi  per  mezzo  delle  le- 
zioni stenografate  sulla  divisione  del  cerchio  e  la  sua  ap- 
plicazione alla  teoria  dei  numeri,  che  egli  tenne  a  Koeni- 
sberg  neirinverno  1836-37. 

Un'altra  ricchissima  sorgente  per  l'Aritmetica  superiore 
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Jacobi  ha  trovato  nella  teoria  delle  funzioni  ellittiche,  dalla 
quale  ha  dedotto  yarii  bei  teoremi,  di  cui  taluni  hanno  per 
oggetto  di  mostrare  in  quante  maniere  uno  stesso  numero  può 
decomporsi  in  2,  4,  6  e  8  quadrati;  ed  altri  riguardano  i 
numeri  che  sono  contenuti  simultaneamente  in  più  forme 
quadratiche.  Questi  rilevanti  acquisti  della  scienza  sono  un 
frutto  della  soprammentovata  introduzione  della  funzione 
Jacobiana  nella  teoria  delle  trascendenti  ellittiche. 

Jacobi  si  è  più  volte  occupato  della  determinazione  e  ri- 
duzione degFintegrali  doppi  e  multipli.  Piacemi  qui  in  ispe- 
cialità  ricordare  il  semplice  metodo  per  via  del  quale  egli 
riduce  la  determinazione  della  superficie  di  una  ellissoide 
ad  assi  ineguali  agl'integrali  ellittici  di  prima  e  seconda 
specie  ;  riduzione  che  Legendre ,  di  cui  è  una  delle  più 
belle  scoperte ,  aveva  conseguito  giovandosi  di  proprietà 
mollo  recondite  degrintegrali  di  terza  specie.  In  un'altra  Me- 
moria JacoM  estese  agrintegrali  doppi  il  teorema  di  addi- 
zione di  Eulero,  e  poco  appresso  osservò  che  di  simile  e- 
stensione  è  anche  capace  il  teoren^  di  Abel. 

Soltanto  una  parte  dei  lavori  di  Jacobi  intorno  a  questo 
ramo  del  Calcolo  integrale  è  slata  pubblicata.  Una  estesa 
Memoria  sull'attrazione  doH'ellissoide,  benché  da  lungo  tem^ 
pò  quasi  compiuta,  è  sinora  restata  inedita  e  conosciuta  solo 
per  via  di  accidentali  comunicazioni.  Nell'intendere  a  questo 
problema,  gli  venne  fatto  trovare  il  bel  teorema  ,  già  ot- 
tenuto contemporaneamente  da  Poisson,  in  virtù  del  quale 
r  attrazione  di  uno  strato  infinitamente  sottile  ,  limitato 
da  due  ellissoidi  concentriche  ed  omotetiche,  sopra  un  punto 
esteriore,  può  conseguirsi  senza  segno  integrale.  Jacobi  non 
fece  mai  pubblica  menzione  di  questa  circostanza ,  non 
ostante  che  avrebbe  potuto  benissimo  invocare  la  testimo- 
nianza di  parecchi  matematici,  ai  quali  aveva  già  comuni- 
cato il  teorema,  innanzi  che  fosse  comparso  il  primo  an- 
nunzio della  Memoria  di  Poisson. 
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Àile  già  esposte  ricerche  si  unisce  un  altro  lavoro  di  Ja- 
cobi,  il  quale,  a  causa  dei  suoi  sorprendenti  risultali,  non 
può  passare  qui  inosservato.  Maclaurin,  come  è  noto  ,  ha 
per  il  primo  dimostrato  il  seguente  teorema  :  la  figura  di 
equilìbrio  di  una  massa  liquida  omogenea,  animata  da  un 
moto  di  rotazione  uniforme  intorno  ad  un  asse  fisso,  e  di 
cui  le  molecole  si  attirano  Tun  l'altra  con.  una  forza  reci- 
procamente proporzionale  ai  quadrati  delle  distanze,  è  quella 
di  una  ellissoide  di  rivoluzione,  se  tale  è  la  forma  primi- 
tiva della  ìnassa  fluida.  D'Alembert  e  Laplace  completarono 
questo  bel  risultamento,  dimostrando  che  a  ciascun  valore 
della  velocità  angolare  di  rotazione,  ch'è  al  disotto  di  un 
certo  limite,  corrispondono  due  sole  figure  di  equilibrio , 
le  quali  sono  tutte  e  due  comprese  fra  le  ellissoidi  di  ri- 
voluzione. Lagrange  sembra  essere  stato  il  primo  che  ab- 
bia presentito  la  possibilità  che  anche  una  ellissoide  a  tre 
assi  ineguali  possa  soddisfare  alle  condizioni  di  equilibrio  ; 
almeno  questo  gran  matematico  trattando  siffatto  problema, 
nella  sua  Meccanica  analitica,  parte  da  formole  che  val- 
gono per  una  ellissoide  qualunque.  Ma  dalle  due  equazio- 
ni ottenute  a  questa  guisa,  e  nelle  quali  i  due  assi  equa- 
toriali sono  contenuti  simmetricamente ,  egli  stimò  poter 
dedurre,  come  conseguenza  di  questa  simmetria,  che  que- 
gli assi  debbono  essere  eguali,  mentre  ciò  permetteva  solo 
si  affermasse  che  essi  possono  essere  eguali,  nel  qual  caso 
le  due  equazioni  si  riducono  ad  una,  che  si  accorda  con 
quella  trovata  prima  da  Maclaurin  e  discussa  da  d'Alem- 
bert e  da  Laplace. 

L'autore  di  un  noto  trattato,  che,  seguendo  nell'esposi- 
zione di  questo  soggetto  le  tracce  di  Lagrange ,  accompa- 
gnava Taccennata  conchiusione  con  la  parola  necessariamente^ 
risvegliò  prima  il  dubbio  di  Jacobi;  il  quale,  considerando 
più  da  vicino  e  con  maggiore  esattezza  quelle  due  equa- 
zioni, trovò  bentosto,  a  grande  maraviglia  sua  e  certo  di 


(  362  ) 
tutti  i  matematici,  che  anche  una  ellissoide  a  tre  assi  ine- 
guali può  soddisfare  alle  condizioni  di  equilìbrio. 

Le  ricerche  intomo  all'attrazione  dell'ellissoide  indussero 
Jacobi  a  volgere  la  sua  attenzione  sulle  superficie  di  se^ 
condo  grado;  e  dobbiamo  a  questa  occasione  la  conoscenza 
di  parecchie  interessanti  proprietà  e  una  genesi  elegantis- 
sima di  queste. superficie.  1  limiti  a  me  imposti  mi  sfor- 
zano a  restringermi  a  questo  annunzio,  e  ad  indicare  i  ri- 
manenti lavori  di  Jacobi  intorno  alla  Geometria  solo  pel  ti- 
tolo. Quindi  io  nomino  soltanto  la  Memoria  sopra  un  pro- 
blema di  Geometria  elementare,  che  prima  di  lui  era  stato 
trattato  in  casi  particolari ,  e  la  cui  compiuta  soluuone 
^egli  deduce  dalla  teoria  delle  trascendenti  ellittiche;  le  sue 
ricerche  sul  numero  delle  tangenti  doppie  'delle  curve  al- 
gebriche; ed  alcune  piccole  Memorie,  nelle  quali,  per  via 
puramente  sintetica  e  con  grande  semplicità,  egli  dimostra 
alcuni  teoremi  sulla  curvatura  delle  superficie  e  sulle  linee 
geodetiche. 

Fra  le  ricerche  di  maggiore  momento  di  Jacobi  debbono 
noverarsi  quelle  sulla  Meccanica  analitica.  Hamilton  aveva 
fatto  la  scoperta  notevole  che  Tintegrazione  deirequazioni 
differenziali  della  Meccanica,  si  può  sempre  ridurre  alla  so- 
luzione di  due  equazioni  simultanee  a  differenze  parziali  ; 
ma  questa  scoperta ,  comunque  dovesse  apparir  degna  di 
osservazione,  rimase  infeconda  sino  a  che  Jacobi  uon  la  li- 
berò da  una  inutile  complicazione  ,  mostrando  che  la  so- 
luzione da  trovare  bastava  soddisfacesse  ad  una  sola  delle 
due  equazioni  a  differenze  parziali.  Per  citare  una  fra  le 
numerose  applicazioni  di  questa  teoria ,  portata  a.  siffatto 
grado  di  semplicità,  diremo  com'egli  trattasse  il  problema, 
ancora  non  risoluto,  di  determinare  la  linea  geodetica  so- 
pra un'ellissoide  a  tre  assi  ineguali;  e  come,  giovandosi  di 
un  istrumento  analitico,  già  prima  nelle  sue  mani  manife- 
statosi efficacissimo,  e  che  ora  va  sotto  il  nome  di  coordi- 
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nate  ellittiche,  gK  riuscisse  integrare  qtietla  equazione  a 
differenze  parziali,  e  dare  Tequazione  della  linea  geodetica 
sotto  la  forma  di  nna  relazione  tra  due  integrali  abelianì. 
Questa  scoperta  di  Jacobi  è  divenuta  la  base  di  uno  dei 
più  bei  capitoli  della  geometria  superiore,  che  matematici  te- 
deschi,  francesi  e  inglesi  hanno  rivaleggiato  a  perfezionare. 

Il  legame  che  abbiamo  indicato  esìstere  tra  un  sistema 
di  equazioni  differenziali  ordinarie  ed  una  sola  equazione 
a  differenze  parziali,  condusse  Jacobi  a  riprendere  lo  studio 
della  teoria  dell'equazioni  a  differenze  parziali,  della  quale 
egli  si  era  occupato  in  una  delle  sue  prime  Memorie  sul 
metodo  di  Pfaff.  Questo  geometra  aveva  trovato  che  per  in- 
tegrare una  equazione  a  differenze  parziali  qualunque  con 
un  numero  qualsivoglia  di  variabili,  bisognava  integrare 
completamente  una  serie  di  sistemi  di  equazioni  differenziali 
ordinarie.  Jacobi  traendo  profitto  dal  legame  suaccennato, 
mostrò  come  Tintegrazione  del  primo  dei  sistemi  conside- 
rato da  Pfaff  era  suflSciente  per  l'oggetto. 

]>eUa  stessa  natura  è  il  perfezionamento,  che  il  Calcolo 
delle  Vanriazioni  deve  a  Jacobi.  È  noto  che  TannuUamento 
della  prima  variazione  è  condizione  necessaria  ma  non  suffir 
cienie  dell'esistenza  di  un  massimo  o  di  un  minimo  e  che 
solo  dalla  natura  della  seconda  variazione  si  può  dedurre 
un  criterio  per  giudicare  se  ha  luogo  un  massimo  un  mi- 
nimo ovvero  né  l'uno  né  1'  altro.  La  teoria  come  la  trovò 
Jacobi  richiedeva  per  la  discussione  della  seconda  variazione 
nuove  integrazioni  dopo  quelle  volute  dall'  annullamento 
della  prima  variazione;  il  geometra  di  Koenisberg  mostrò 
che  è  sufficiente  effettuare  queste  ultime  integrazioni,  poi- 
ché esse  contengono  le  altre. 

Se  l'indirizzo  sempre  più  manifesto  dell'analisi  moderna 
è  di  sostituire  pensieri  ai  calcoli,  vi  ha  nondimeno  alcune 
parti  nelle  quali  il  calcolo  ripiglia  le  sue  ragioni.  Jacobi, 
che  a  cosiffatto    indirizzo  ha  tanto  contribuito,  fece  da  va^ 
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lente  ch'egli  era  nella  parte  tecnica,  cose  degne  di  ammi^ 
razione  anche  da  questo  lato.  Il  che  è  provato  dalle  sue 
Memorie  sulla  trasforniazione  delle  funzioni  omogenee  di 
secondo  grado;  suireliminazione;  sopra  i  valori  simultanei 
che  soddisfano  ad  un  sistema  di  equazioni  algebriche;  sulla 
inversione  delle  serie  e  sulla  teoria  dei  determinanti.  E  ri'- 
spetto  a  quest'ultimo  capo  si  deve  a  lui  una  compiuta  teo- 
ria dell'espressioni  ch'egli  designò  col  nome  di  determinanti 
funzionali.  Nel  tener  dietro  all'analogia  di  queste  espres- 
sioni coi  coeflScienti  differenziali,  egli  riusci  ad  un  princi^ 
pio  generale,  che  chiamò  principio  dell'ultimo  moltiplica- 
tore. Questo  principio  dà  il  mezzo  di  effettuare  l'ultima 
integrazione  in  quasi  tutti  i  problemi  d'integrazione  che  si 
presentano  nelle  applicazioni,  perchè  somministra  a  priori 
il  fattore  integrante  necessario. 

L'efficacia  che  Jacobi  esercitò  sui  progressi  della  scienza 
apparirebbe  incompiuta,  se  io  non  parlassi  di  quella  ch'ebbe 
nella  qualità  di  pubblico  maestro.  Non  era  il  suo  ingegno 
fatto  per  ripetere  quel  che  già  altri  aveva  detto;  onde  le 
sue  lezioni ,  tutt'altro  che  elementari ,  spaziavano  soltanto 
per  quelle  parti  della  scienza  ,  nelle  quali  egli  stesso  era 
stato  creatore  ;  vale  a  dire  offrivano  ampia  e  ricca  messe 
di  svariate  dottrine.  Il  suo  insegnamento  procedeva  chiaro, 
non  di  quella  chiarezza  che  spesso  è  anche  comune  a  mez<^ 
zano  intelletto^  ma  bensi  di  una  chiarezza  di  più  alta  specie. 
Innanzi  tutto  egli  s'ingegnava  ad  esporre  i  pensieri  diret- 
tivi ,  che  sono  fondamento  di  ogni  teoria  ;  ed  eliminando 
ogni  artificio,  conduceva  la  soluzione  del  problema  per  uno 
svolgimento  cosi  naturale,  che  nei  suoi  ascoltatori  nasceva 
speranza  di  quasi  poter  creare  qualche  cosa  di  simile  a 
quelle  che  udivano.  Il  modo  facile  ond'  ei  trattava  i  più 
difficili  argomenti  ,  davagli  ragione  di  poter  incoraggiare 
i  suoi  uditori,  assicurandoli  che  essi  avrebbero  solamente 
a  passare  per  una  serie  di  pensieri  affatto  semplici* 
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Straordinario  fu  il  successo  di  cosiffatto  insegnamento, 
come  mi  sono  ingegnato  ritrarlo  e  come  solamente  uno  spi- 
rito creatore  può  dare.  Se  oggidì  in  Germania  la  conoscenza 
dei  metodi  analitici  è  assai  più  diffusa  che  non  per  lo  ad- 
dietro, se  gran  numero  di  giovani  matematici  ampliano  ed 
arricchiscono  la  scienza  per  tutti  gli  aspetti,  Jacobi  ha  parte 
principale  a  questo  felice  risultato.  Quasi  tutti  sono  slati 
suoi  scolari;  fu  raro  che  gl'ingegni  che  venivano  nascendo 
sfuggissero  alla  sua  attenzione  3  a  ninno  che  fosse  da  lui 
conosciuto,  é  mancato  nel  consiglio  e  la  sua  sollecitudine 
incoraggiivite. 

10  mi  sono  sforzato  sinora  di  rappresentare  Jacobi  come 
insigne  scopritore  ed  efficace  maestro.  Se  io  mi  facessi  ora 
a  ritrarlo  quale  egli  appariva  fuori  il  giro  delle  materie 
scientifiche  a  coloro  che  non  coltivano  le  discipline  mate- 
matiche, io  debbo  far  notare  come  fosse  fondamento  di  sua 
natura  il  vivere  interamente  nel  mondo  del  pensiero  ;  e 
come  questo  fosse  divenuto  per  lui  uno  stato  abituale  e 
quasi  seconda  natura  ,  mentre  per  la  maggior  parte  degli 
uomini  anche  insigni  esige  uno  sforzo  particolare.  Se  ta- 
lora qualche  cosa  nella  vita  o  nella  scienza  veniva  a  sve- 
gliare la  sua  attenzione,  egli  non  riposava,  in  sino  a  che 
non  r  avesse  ridotta  a  pensiero  proprio.  All'  operosità  in- 
tellettuale più  instancabile  accoppiava  così  rara  memoria, 
che  tutte  le  cose  ond'erasi  una  volta  occupato,  egli  poteva 
subito  richiamare  alla  mente,  e  volgerle  a  profitto. 

11  ricco  patrimonio  di  scienza  e  di  pensieri  propri  che 
continuamente  era  a  disposizione  di  Jacobi,  una  singolare 
versatilità  d' ingegno  ond'ei  sapeva  adattare  a  qualunque 
età  e  qualunque  intelligenza,  e  una  maniera  di  esprimersi 
arguta  e  faceta,  attiravano  al  gran  matematico,  anche  nel 
conversare,  insolita  considerazione;  la  quale  veniva  anche 
accresciuta  dalla  sollecitudine  con  che  accondiscendeva  a 
trattare  quistioni  scientifiche  all'improvviso.  E  questa  sol* 
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lecitudine  moveTa  dalla  natura  stessa  della  sua  lueate,  che 
trovava  particolare  soddisfazione  nel  vincere  le  difficoltà, 
e  quindi  piacevasi  del  rendere  altrui  intelligibili,  con  sem- 
plici ed  accomodate  considerazioni,  le  quistioni  scientificke. 
E  per  fare  a  questo  modo  gli  faceva  solamente  mestieri  di 
avere  la  convinzione  che  quelli  coi  quali  s'  intraCteneva , 
stessero  con  tutto  l'animo  rivolti  alle  cose  che  diceva.  Che 
se  al  contrario  gli  paresse  osservare  non  più  che  una  spen- 
sierata curiosità,  o  si v  vero  udisse  manifestare  con  sussiego 
opinioni  recise  da  tali  che  giammai  si  erano  creduti  nel- 
l'obbligo  di  coltivare  il  proprio  spirito,  allora  la  pazienza 
gli  veniva  meno,  ed  avea  costume  di  troncare  la  conver* 
anzione  con  una  qualche  osservazione  ironica,  e  talora  anco 
mordace.  Molti  hanno  fatto  rimprovero  a  Jaeobi  dell'atere 
ostentato  troppo,  in  tali  emergenze,  la  coscienza  delle  sue 
fòrze  intellettuali;  ma  quelli  che  cosi  lo  giudicarono  avreb- 
bero forse  mutato  parere  se  avessero  saputo  il  prezxo  col 
quale  egli  aveva  acquistato  il  dritto  di  avere  una  tal  co- 
scienza di  se  stesso.  Una*  lettera  del  1824  ,  quando  Ja- 
eobi, ancora  affatto  sconosciuto ,  non  poteva  avere  alcuno 
interesse  a  ritrarre  le  sue  lotte  intellettuali  con  colori  esa- 
gerati, contiene  i  seguenti  brani,  che  io  comunico  qui  te- 
stualmente per  rendere  completo  il  ritratto  di  questo  uomo 
straordinario.  Jaeobi,  allora  ventenne,  si  occupava  da  circa 
un  anno  quasi  esclusivamente  di  studii  matematici. 

»  É  un  aspro  lavoro  quello  che  io  ho  fatto,  è  un  aspro 
lavoro  quello  del  quale  io  sono  occupato.  La  diligenza  e 
la  memoria  non  valgono  qui  sole  per  condurre  alla  meta;  esse 
sono  serve  subordinate  alla  mente  che  medita.  Ma  questa 
meditazione  ostinata  che  travaglia  il  cervello,  richiede  mag- 
gior forza  di  qualunque  altro  studio  assiduo  e  durevole. 
Perciò  se  un  continuo  esercizio  di  questa  facoltà  mi  ha 
fatto  conseguire  un  certo  grado  di  forza,  non  si  creda  che 
d'  alcun  felice  dono  di  natura  io  n'  ebbi  agevolata  la  via. 
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Aspre,  asMÌ  aspre  fatìcke  mi  è  toccalo  sostenere,  e  V  an- 
goscia del  pensiero  ha  fortemente  più  d'  una  fiata  scosso 
la  mia  salute.  A  dir  vero  la  coscienza  delle  forze  ottenute 
dà  la  più  bella  ricompensa  del  lavoro  ,  e  i|uello  incorag- 
giamento eh'  é  necessario  a  perseverare  e  non  venir  meno. 
Uomini  senza  pensiero  ,  ai  quali-  cotesto  lavoro  e  cotesta 
coscienza  son  cose  affatto  ignote,  cercano  vilipendere  que- 
sta consolazione  ,  che  sola  può  non  farci  cadere  V  animo 
traverso  al  difficile  cammino  ,  rendendo  odiosa  col  nome 
di  presunzione  o  di  arroganza  quella  coscienza  che  pro- 
viene dal  sentirsi  uno  e  libero  (giacché  solo  nel  moto  del 
pensiero  Tuomoé  libero  e  con  se).  Quando  Tuomo  sente  di 
avere  in  sé  l'idea  di  una  scienza,  non  può  pregiare  se  non 
le  cose  in  cui  vede  il  riflesso  del  suo  spirito.  Conforme  a 
questa  misura  è  naturale  che  a  lei  appaiano  futili  talune 
cose  ,  che  agli  altri  possono  sembrare  degnissime  di  lode. 
Cosi  io  sono  staio  spesso  rimproverato  di  superbia,  o  lodato 
nel  più  bel  modo,  da  chi  ha  creduto  enunciare  a  mio  carico 
un  biasimo,  mostrandomi  altero  verso  tutto  ciò  ch*èal  disotto 
di  me,  e  umile  solamente  verso  ciò  eh 'è  più  alto.  Ma  quella 
scala  infinita  che  nel  mondo  si  vede  e  in  se  e  fuori  di  se, 
impedisce  la  stima  esagerata  di  noi  stessi  col  metterci  sot- 
t'occhio  sempre  presente  da  una  parte  uno  scopo  infinito  e 
dair  altra  il  limite  delle  proprie  forze.  Io  voglio  sempre 
sforzarmi  a  perseverare  'in  cosiffatta  alterigia  ed  in  cosif- 
fatta umiltà,  anzi  desidero  essere  sempre  più  altero  e  sem- 
pre più  umile.  » 

Jacobi  ha  mostrato  nelle  più  difficili  emergenze  della  sua 
vita,  che  non  usava  una  semplice  frase,  quando  ei  diceva 
apprezzare  le  cose  in  quanto  fossero  il  riflesso  dell'umano 
pensiero  ,  e  tuttociò  che  al  regno  di  questo  non  toccasse 
lui  riguardare  con  disdegno,  o  almeno  con  indifferenza.  La 
qual  veramente  filosofica  indifferenza  si  manifestò  nel  modo 
più  degno  di  ammirazione  quando  fu  colpito  dalla  sven- 
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tnra  di  dover  perdere  tutta  l'eredità  paterna;  perdita  che 
avrebbe  dovuto  riuscirgli  pur  dolorosa,  tanto  più  che,  già 
sposato  da  10  anni,  aveva  a  sostenere  la  cura  di  numerosa 
famiglia.  Chi  lo  vide  allora  volare  presso  la  madre  e  con- 
fortarla dei  suoi  consigli  e  dell'opera  sua,  non  potè  accor- 
gersi del  minimo  cambiamento  nel  tenore  abituale  dell'in- 
dole sua.  Egli  parlava  con  lo  stesso  calore  di  prima  delle 
cose  scientifiche  ,  e  di  ciò  solo  si  lagnava  che  il  viaggio 
inaspettato  gli  avesse  impedito  di  proseguire  una  ricerca^ 
intorno  alla  quale  era  allora  fortemente  occupato. 

Ho  già  detto  come  in  Jacobi  si  manifestasse  il  culto  del 
pensiero,  in  occasione  della  grande  scoperta  di  Abel.  Si- 
mile disposizione  egli  mostrava  per  tuttociò  che  aveva  im- 
portanza intellettuale  ;  onde  a  lui  non  va  applicato  quel 
detto  di  un  antico  scrittore,  che  gli  uomini  ammirino  ve- 
ramente quel  solo  che  essi  credono  di  poter  fare.  Al  con- 
trario Jacobi  estendeva  le  manifestazioni  della  sua  ricono- 
scenza in  tutto  il  giro  del  campo  speculativo,  e  nella  scienza 
stessa  ch'ei  professava  i  trovati  altrui  gli  cagionavano  le- 
tizia tanto  maggiore  quanto  più  per  la  loro  impronta  di- 
stinguevansi  dalle  creazioni  proprie  di  lui.  Era  in  tal  caso 
sua  naturai  maniera  di  esprimere  la  propria  approvazione, 
confessando  che  mai  gli  si  sarebbe  affacciato  alla  mente 
quel  pensiero. 

Mi  resta  adesso  a  completare  quello  che  ho  menzionato 
di  sopra  sulle  relazioni  esteriori  della  vita  di  Jacobi. 

Quando  egli  cominciò  a  far  note  le  sue  ricerche  sulle 
funzioni  ellittiche  ,  era  ancora  professore  particolare  ;  ma 
l'ammirazione  che  le  sue  scoperte  risvegliarono  nei  giudici 
competenti,  ebbe  per  conseguenza  di  portarlo  ben  tosto  al 
grado  di  professore  straordinario  e  poco  appresso  a  quello 
di  professore  ordinario. 

Nel  parlare  dell'accoglienza  che  le  scoperte  di  Abel  e  di 
Jacobi  -  i  cui  nomi  sono  qui  inseparabili  -  trovarono  presso 
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tatti  i  matematici  contemporanei,  io  non  posso  astenermi 
dal  fare  speciale  ricordo  dell'uomo  ,  che  per  le  medita- 
zioni di  molti  anni ,  era  giadice  veramente  autorevole  a 
poter  apprezzare  V  inaspettato  progresso  in  tutta  la  sua 
importanza.  Legendre,  che  più  di  una  volta  accasò  i  suoi 
contemporanei  d' indifferenza  ,  e  che  poco  innanzi  aveva 
mosso  lamento  dell'  abbandono  in  cui  gli  altri  avevano  la- 
sciato la  sua  scienza  favorita,  credeva  averla  compiuta  da 
se  solo  dopo  quaranta  anni  di  lavoro.  Tuttavia  egli  ap- 
jplaudi  alle  scoperte  di  Abel  e  di  Jacobi ,  che  portavano 
quella  teoria  molto  al  di  là  dei  limiti  che  a  lui  parevano 
posti  dalla  natura  stessa  del  soggetto,  in  modo  cosi  sincero 
e  così  fervido  ,  che  è  difficile  a  dire  se  tornasse  più  ad 
onore  dei  due  giovani  matematici  ai  quali  veniva  da  lui 
tributato  in  sul  principio  della  loro  carriera  ,  ovvero  al 
nobile  e  vecchio  maestro  ,  che  ,  giunto  quasi  all'  estremo 
degli  anni,  mostra  vasi  capace  di  tanto  calore  di  sentimento. 

Altro  contrassegno  non  meno  onorevole  fu  quello  del- 
l'Accademia di  Parigi.  Benché  ella  non  avesse  aperto  con- 
corso alcuno  sulla  teoria  delle  funzioni  ellittiche,  tuttavia 
volle  assegnare  uno  dei  suoi  grandi  premi  matematici  ai 
lavori  di  Abel  e  di  Jacobi,  come  alle  più  importanti  sco- 
perte del  tempo;  e  lo  divise  fra  Jacobi  e  gli  eredi  di  Abel. 

Quanto  alle  prove  di  ossequio  e  di  stima  che  Jacobi  si 
ebbe  fin  dall'  entrare  nella  carriera  scientifica ,  dirò  sola- 
mente che  i  confini  in  cui  debbo  tenermi  non  mi  permet- 
tono di  accennare  nemmeno  tutte  quelle  che  gli  furon  date 
più  tardi  in  larga  misura;  non  potendo  la  menzione  di  esse 
trovar  luogo  che  soltanto  in  una  ampia  biografia. 

Jacobi  fece  il  suo  primo  viaggio  nell'anno  1829  dopo  aver 
pubblicate  le  sue  a  Fundamenta  nova  theoriae  fungt.  el- 
LiPT.  »  ,  che  contengono  solamente  una  parte  delle  sue  ri- 
cerche sopra  Questo  soggetto.  Andò  da  prima  a  Gottinga 
per  conoscere  personalmente  Gauss;  di  là  mosse  per  Pa- 
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rigi ,  ore  si  trattenne  parecchi  mesi.  Erano  quivi  rimiiti 
in  quel  tempo,  oltre  Legendre  (col  quale  Jacobi  stava  già 
da  più  anni  in  commercio  epistolare ,  e  pel  quale  aveva 
sempre  sentito  affetto  grande),  anche  Fourier,  Poisson  ed 
altri  matematici  eminenti ,  sopravvissuti  poscia  all'  uomo 
illustre  di  cui  teniamo  discorso. 

Un  secondo  viaggio  imprendeva  Jacobi  nel  1842  in  com-^ 
pagnia  di  sua  moglie,  donna  di  merito  eminente,  alia  quale 
erasi  unito  dopo  il  1831.  L'occasione  di  questo  viaggio  fu 
per  lui  troppo  onorevole  perchè  io  non  potessi  passarla  sotto 
silenzio.  All'  illuminato  uomo  di  Stato  che  allora  prese- 
deva r  amministrazione  nella  Provincia  di  Prussia,  parve 
opportuno,  nell'interesse  della  scienza,  che  Bessel  e  Jacobi 
si  arrendessero  finalmente  all'invito  già  più  volte  replicato, 
di  assistere  al  Congresso  dei  dotti,  che  ogni  anno  ha  luogo 
in  Inghilterra;  onde  egli  ne  fece  pratica  presso  al  Re,  per 
ottenere  l'approvazione  delle  spese  di  un  tal  viaggio;  pra« 
tica  che  da  S»  M.  con  reale  munificenza  fu  esaudita  ed 
accordata. 

Non  guari  dopo  il  suo  ritorno  da  questo  viaggio  si  mo« 
strarono  in  Jacobi  i  sintomi  di  una  malattia  sventuratamente 
incurabile.  Egli  versò  per  lungo  tempo  in  pericolo  grande; 
e  quando  finalmente  questo  fu  pel  momento  potuto  allon* 
tanare,  i  suoi  medici  riconobbero  che  indispensabile  alla  sua 
salute  fosse  il  soggiornare  per  qualche  tempo  sotto  |in  clima 
meridionale.  La  qual  circostanza  inquietava  non  poco  Ja« 
cobi.  Ma  questa  sua  inquietudine  non  fu  di  lunga  durata; 
perocché  non  si  tosto  siffatta  condizione  di  cose  fu  portata 
dal  nostro  Collega  Alesgamdro  di  Humboldt  (la  cui  potente 
mediazione  non  manca  mai  quando  ne  va  dell'onore  della 
scienza  e  del  bene  dei  suoi  cultori  )  a  conoscenza  del  Re, 
già  con  un  nuovo  atto  di  reale  magnanimità  decretavasi 
a  favore  dell'illustre  infermo  una  considerevole  somma  per 
un  viaggio  in  Italia. 
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B  dolce  elima  di  Roma,  oye  Jacobi  passò  Tinverno,  fa  cosi 
salutare  sopra  di  lui,  che  a  quanti  quivi  Io  videro  offri- 
vasi  in  tutt'altro  aspetto  che  da  convalescente.  Durante  il 
5U0  soggiorno  di  5  mesi  in  quella  città,  egli,  oltre  parecchie 
piccole  Memorie,  che  comparvero  in  un  giornale  scientifico  di 
Roma  stessa,  scrisse  una  importante  e  lunga  Memoria  pel 
Giornale  di  Creile,  e  per  di  più  attese  ancora  a  fare  il  con- 
fronto dei  manoscritti  di  Diofante  conservati  nei  Vaticano 
dei  quali  egli  si  era  trascorsivamente  occupato  tempo  in- 
nanzi. 

Ritornato  in  patria  egli  fu  mandato  ad  insegnare  da  Koe- 
nisberg  a  Berlino,  ove  il  elima,  relativamente  più  dolce , 
sembrava  minacciar  nieno  la  sua  salute.  Senza  appartenere 
all'Università,  egli  aveva  l'obbligo  di  fare  delle  lezioni,  ma 
solo  con  quei  riguardi  che  gli  erano  imposti  dallo  stato  di 
sua  salute.  Nel  tempo  del  suo  soggiorno  in  questa  città  fu 
scrittore  non  meno  operoso  di  quello  ch*erasi  mostrato  in 
Koenisberg,  come  ne  fanno  testimonianza  le  Memorie  scritte 
nei  sei  anni  che  vi  rimase,  le  quali  riempiono  due  grossi 
volumi  in  quarto. 

Nel  principio  dell'anno  1851  fu  attaccato  da  Grippe;  dal 
quale  risanato  in  breve,  ritornò  al  lavoro  con  molta  alacrità, 
talché  agli  amici  suoi  venne  meno  la  speranza  di  conser^ 
vario  a  sé  ed  alla  scienza.  Infatti  all'  11  Febbraio  subita- 
mente ammalò.  Il  suo  stato  risvegliò  grandi  apprensioni;  e 
quando,  dopo  alcuni  giorni,  si  riconobbe  che  egli  era  preso 
da  vainolo,  di  natura  assai  maligna,  ogni  luce  di  speranza 
affatto  si  dileguò.  Il  18  Febbraio,  a  11  ore  della  sera,  otto 
giorni  dopo  che  si  era  ammalato^,  egli  soccombette. 

La  carriera  scientifica  di  Jacobi  abbraccia  precisamente 
un  quarto  di  secolo;  picctol  tempo  se  si  ragguaglia  a  quello 
dei  matematici  insigni  a  lui  anteriori,  e  appena  la  metà  di 
quello  in  cui  si  era  spiegata  l'attività  di  Eulero;  col  quale 
egli  aveva  la  più  grande  somiglianza,  non  solo  per  la  va- 
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rietà  e  la  fecondità,  come  anche  per  la  cognizione  di  lutti 
i  mezzi  della  scienzn,  dei  (juaU  poteva  gioyarsi  semprecchè 
il  Yolesse. 

La  morte  che  Io  strappò  cosi  precocemente  e  subitamente 
al  lavoro  ,  nel  pieno  vigore  delle  sue  forze  intellettuali , 
ha  privato  la  scienza  delle  grandi  ricchezze  che  ancora  po- 
teva aspettarsi  dall'attività  instancabile  di  lui.  In  ciò  dire 
io  non  guardo  solamente  alla  supposizione  che  in  uno  spi- 
rito di  tal  tempera  avesse  la  forza  creativa  a  venirmene 
insieme  colla  fisica  ;  ma  io  guardo  ancora  a  quella  serie 
di  lavori  quasi  finiti,  ai  quali  egli  3tesso  in  breve  tempo 
(forse  d^rante  U  stampa,  come  ei  faceva  s)  Tolentieri  nel* 
Tultimo  periodo  di  sua  vita)  avrebbe  potuto  porre  Tultima 
mano,  e  che  ora  per  opera  dei  suoi  amici  debbono  venire 
4lla  luce  a  guisa  di  frammenti  in  forma  imperfetta.  Anche 
nel  corso  della  sua  malattia,  quattro  giorni  prima  di  mo- 
rire, lam^ntav4si  dell'avversa  fortuna  che  aveva  contrariato 
molti  dei  suoi  maggiori  lavori,  interrotti  ora  dalla  malattia, 
ora  da  domestiche  sventure.  Quand'io,  aggiungeva  egli  con 
dolore,  mi  faceva  a  ripigliare  più  tardi  il  lavoro  ,  erami 
più  gradevoli^  applicarmi  a  qualche  cosa  di  nuovo,  che  ri- 
tornare sopra  quelle  ricerche ,  che  svegliavano  in  me  si 
triste  rimembranze.  Ma  veggo  che  ormai  non  debbo  più 
indugiare  a  rendere  pubblici  quei  vecchi  lavori  ai  quali 
bo  ^ons^cr^tp  si  gr^n  parte  delle  mie  forze  migliori,  do- 
vendo essi  entrare  fruttuosi  e  fecondi  nel  corso  della  scienza. 
Fortunatamente  mi  fa  mestieri  per  questo  di  breve  tempo, 
che  a  me,  come  spero,  non  vorrà  mancare. 
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SULLA   QUADRATURA   DELLA   SUPERFICIE    PARALLELA   AD   UNA 

SUPERFICIE ^Dl   QUART'ORDINÈ   CONOSCIUTA   SOTTO   IL 

NOAe    di   SUPERFICIE    DI   ELASTICITÀ* 

MEMORIA  (*) 

DI  BàANàlìk  TÙVLTOLMNM 


l."*  SieDO  Pi  q  i  coefficienti  differenziali  di  primo  òrdiM 
della  z  nell'equazione  di  una  s»uperficie  curva ,  e  della  forma 

*=yi^>  y) 

Sia  k  là  distanza  costante  della  detta  superficie  con  la  cor- 
rispondente parallela,  i  valori  delle  coordinate  X,  Y,  Z  di 
un  punto  qualunque  della  nuova  superficie  relativamente 
ad  un  punto  x,  y,  x  della  superficie  data,  sono 

pk 


X  =  x'  — 


Y  =  y- 


qk 

_  k_ 

Di  più  se  alle  derivate  del  primo  ordine 

dz  dz 


(*)  Questa  Memoria  fu  già  da  me  presentata  all'accademia  de'  nuovi 
Lincei  fin  dal  1852.  Non  essendo  però  questa,  che  un  proseguimento 
di  alcune  ricerche  da  me  intraprese  scile  superfìcie  parallele  in  dire 
Memorie  publicate  nell'anno  i850  nel  giornale  Arcadico,  e  nel  primo 
volume  di  questi  Annali  ,  si  è  creduto  opportuno  qni  di  inserirla  ,  e 
pnblicarla.  Si  troverà  di  pid  notato  qualche  cosa  «ulta  Curvatura  to- 
tale di  una  superficie,  e  di  cui  ne  feci  già  il  soggetto  di  altra  mia  Me- 
moria publicata  nel  1851  nel  tom.  IV  degli  Atti  de*  nuovi  Lincei. 
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si  aggiungano  quelle  di  secood'ordine 

d^z  d^z  d*z 


dz^  '  dy*  dxdy 

e  si  ponga  per  brevità 

Q  =  (l-^p')«-*-(l-^}>-2w. 

Otterremo  come  già  si  è  veduto  in  un*  altra  Memoria,  per 
la  quadratura  S  della  superficie  parallela 

Questa  formola  è  stata  di  già  applicata  all'ellissoide  e  di- 
mostrai che  la  quadratura  della  superficie  parallela  alfel- 
lissoide  viene  misurata  dalla  quadratura  delle  tre  superficie 


a"      ** 


s  s  a 

X  y  z 


l2kbc\      /2Aac\     /2fta6\ 
\~/     \T"/     \"7"/ 

Richiamai  poi  secondo  un'osservazione  fatta  da  lungo  tempo 
dal  sig.  Rodrignez,  che  l'integrale  che  serve  di  coeflSciente 
a  k*  rappresenta  la  somma  degli  elementi  della  superficie 
divisi  per  il  prodotto  dei  raggi  di  curvatura  principale;  il 
quale  integrale  per  tutte  le  superficie  chiuse  ,  e  di  uni- 
forme curvatura  si  riduce  a  An;  l'integrale  poi  indipendente 
da  k  rappresenta  sempre  la  quadratura  della  superficie  pri- 
mitiva. Facciamo  adunque  della  precedente  formola  un'ap- 
plicazione alla  ricerca  della  superficie  parallela  alta  super- 
ficie di  elasticità. 

2.®  Projettando  il  centro  dell'ellissoide  di  semiassi  a,  i,  e 
su  i  piani  tangenti  y  si  ottiene  per  il  luogo  geometrico  la 
superficie  di  quarto  ordine 

[x  -+-  y  -+-  zJ=aa?-+-oy  -»-  e  z    . 
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In  ottica    rappresenta  la   superficie  di  elasticità.  Poniamo 
per  il  raggio  vettore  r  conéotto  dai  centro  della  superficie 
al  ponto  (xj  y,  z) 

r*:=z  0?^-+-  y>-+-  JK* 

come  anche  sostituiamo  a,  &,  e  invece  di  a',  ò',  e',  si  avrà 

Quindi  per  le  derivate  parziali  p,  q  di  primo  ordine  si  trae 

dx~^~        jK(c-2r")'      dy""*"       ^(c  — 2/)' 

Per  determinare  le  altre  derivate  parziali  r,  1,  s  osserviamo 
che  per  il  raggio  vettore  r  si  ha 

ràr  rdr 

d'onde  differenziando  il  valore  di  p ,  relativamente  ad  j; , 
otteniamo  dopo  alcune   riduzioni 

d'x i{c  —  2r')(a  —  2r*){z—px)—4xx{e  —  a){x  -*-  px)  i 

5?  \  »'(c  —  21^)  '.} 

ove  sostitoendo  il  valore  di  p,  avremo 

<pg_4(c  —  afx'z'--  [(e  —  2r')(a-  2r')(y'(2r'-A)  —  r<)] 
5?~  a»(c  —  2r')» 

Infine  ponendo  per  brevità 

H  =  a— 2r»,    1=^  —  21^,     K=.c  — 2»^ 

otteniamo  per  la  derivata  di  second'ordine 

(Px  __  A{c  —  a)Vz'-4-  fJHK-^  y'HIK 
dx'  ""  «»K» 

Nello  stesso  modo  si  troverà  per  la  derivata  parziale  di  se- 
cond'  ordine  relativamente  ad  y  , 

d'x  _  4(c  —  b)Yx'-t-  r«IK-H  g'HIK 


(  376  ) 
Si  prenda  ora  il  valore  della  derirata  />,  e  si  differenzi  re- 
lativamente ad  y,  si  otterrà  facilmente 

i^^    ~4a?jg(a— c)(yH-jgjr)  h-  x{a  ~  2r')(c  —  2r')y 

ixAy  ~  z^(c  —  2ry 

Se  nel  secondo  membro  si  sostituisca  il  valore  della  deri- 
vata jf,  avremo  in  fine 

d'z    _  —Aa:yz*{a—c){C'-b)  —  aryHIK 
dxdy  z^K^ 

Trovate  le  derivate  di  primo ,  e  second'  ordine  della  z  , 
relativamente  alle  variabili  Xy  y  potremo  formare  i  diversi 
composti  di  queste  derivate  e  si  avrà  primitivamente 

ovvero 

Ber  calcolare  gradatamente  il  valore  di  Q,  scriTis^mo  pri- 
mieramente i  prodotti 

d»,         4  (e  —  *)  Vy'z'H  '-f-  r4arnKH*-+-  ««H'IK 

2     J^  _  — 8a;'yV(o^c)(c-^)HI~2x'y'HM'K 
^^  <te<iy  n^K^ 

e  sommando  si  ottiene 

.d^z       ,d'z      .       d»* 
^d?-"^d^-~2p?d^  = 

4jg'yV[(c-i)H-(c-g)I]'H-HIK(Hx'-t-Iy')(Hx'-.-Iy'H-r<) 

•-  pjp  — 
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dar'  "*"  dp 
4«<K'[(c— o)V-h{c— 4)'y']-i-r«z*K»(H-+-I)-.-HIK'«*(ar'-i-y% 

■  ■     ■  '  ■  I    11  I        I  /     , 

Dalla  somma  di  qaeste  sì  ottiene  il  valore  di  Q,  ed  osser- 
viamo che  in  forza  dei  valori  di  H,  I,  K  ricaviamo  facil- 
mente 

[(e  _  i)H  —  (e  —  a)I]»=  (a  —  *)'K' 

r4-t-  Ha;'-^-Iy»=  —  *'(c  —  2r*)  =  —  x*K 
perciò 

Q  =  AxYx^a  —  A)'K»— HIK»z'(Hx»-+-  ly')  -.-HIK  V(x'-h  y') 
H-  4K';g«i:(c  —  g)  V  -4-  (e  ~  i)  V]  -^-  r«;t'  K3(H  -^  I) 

'        «5K5 

Qaesta  espressione  di  Q  può  ridarsi  anche  più  semplice: 
infatti  dal  secondo,  e  terzo  sistema  di  termini  si  trae 

HIKV(ìb'-4-  y")  —  HIK'a*(Hx»-4-Iy')  =  HIK'zV*(c  —  r»)  . 

Con  qnesta  sostituzione  potrà  togliersi  il  fattor  commune 
x*K*,  e  si  avrà 

Q  = 


4a!'y'(a~^)'-4-4a;'g'(c— a)'H-4y'g'(c— ò)'-t-HIr'(c-r')H-r4K(H-4-i) 

Di  piò  dal  quarto,  e  quinto  sistema  di  termini  abbiamo 

r<H(K- 1)  =  r4H  (e  —  b) 
d'onde  si  trae 

Q  = 

4[(a— ft)Vy''-4-(c-o)''a;'z'-t-(c-ó)'y''z']-^-f4(c-i)H-4-r4KI-t-cr'HI 

Dalla  nuova  sostituzione  di  H,  I,  K  ricaviamo  ancora 
r4(c  —  i)H  -*-  riKI  -+-  <t'HI=  r'iaòc  _  (a*  -+-  ac  -t-  bey-*-  4r6] 
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come  dai  primi  tre  termini  dello  stesso  valore  di  Q 

(a  —  é)  Vy^'-f-  (a  —  e)  Vx'-*-  (e  —  i)'y*z* 

ed  infine 

Questa  è  la  più  semplice  espressione  che  si  possa  ottenere 
del  valore  di  Q.  Nell'ipotesi  di  a  =  6  =  e  esso  si  rìdace 
a  quello  di  una  sfera,  cioè 

Qz*=s  —  2a . 

3."  Veniamo  ora  a  calcolare  1'  espressione  rt  —  «^ ,  che 
trovasi  sotto  il  doppio  integrale,  -e  che  serve  di  coefficiente 
<t  h*  nel  valore  della  quadratura  S.  Si  riprenda  la  deri- 
vata di  second'  ordine 

d^  _  4(c  —  a)Vs'-4-  f4HK-.-  y*BIK 

e  separando  negli  ultimi  due  termini  il  fattor  comune  HK 
si  sostituisca  il  valore  di  I,  e  di  r4,  r'  cioè 

\r=b  —  %r\    r*=s  «»'-+-  *y*-H-  «'  ,     r»as  «'-+-  y"-»-  *% 
si  troverà  facilmente 

rmK-4-  y'HIK  =  —  HK(x='H  -h-  x'K) 
d'onde 

d^  _  4(c  —  aYx'i'—  HK(a;'H  -4-  g'K) 

Nella  stessa  guisa  per  la  derivata  parziale  relativamente  ad 
y  si  ricava 

d*z  _  4(c  —  b)Yx^—  IK(yM  -H  z'K) 


(  379  ) 
Quindi  dal  loro  prodotto  avremo 

^  .  ^  =  16(c  -  o)»(c  -  bfccYx^-  4(c  -  A)Vy'*»H»K 

--  4(c  —  g)  Vz<IK'-«-'  HlK'(a;'H  -t-  ;t"K)(y'I  -h-  x»K) 

Riassnmiamo  il  valore  della  derÌTata  -r~r  >  ^  elevandola  al 

dxdy 

quadrato»  si  avrà 

(— )' 
^dxdyi 

16(c— ay(c-&)'g'y':t4-.8(c  -a)(c-%'y'z'HIK-4-a!''y'Hn'K' 
d'onde  dalla  sottrazione 

S  •  dj-  -  (^) = -  '"^■»vi"(«  -  *)  -  '(«  -  «)i- 

—  4x<KH(c  —  A)'y'H  -^-  (e  —  a)  VI] 
-^-HIK''[(a;"H  -^-  g'K)(y'I  h-  z'K)  —  g'y'HI 

II  secondo  membro  è  sascettivo  di  differenti  riduzioni:  in- 
fatti dai  valori  di  H,  I,  K  dedacialno 

H(c  — *)-  I(c  -  a)  =s  («  —  6)(c  —  2r')  =  (a  —  A)K 

{x'E.  H-  z'K)(y*I  -•-  *"K)  —  a:'y*HI  =  a'K[y*(A  —  2r») 

-t-  x'{a  —  2r»)  -»-  «'(e  —  2r')] 
ossia 

(a;*H  -+-  «'K)(yn  -+-  «'K)  —  «'y'HI  =  —  z'Kr*  . 

Per  mezzo  di  questi  valori  il  secondo  membro  resta  divi- 
sibile per  js'K*,  e  perciò 

dx*  '  dy*        \dxdyi 
_— 4[g-  »)'Ka;'y'-4-(c  -  {)'HyV-t-(c-o)*Ia;'z']-HIKrt 
~  «4K4 


(  380  ) 
Si  sostituiscano  nuovamente  i  valori  di  H,  I,  K,  otterremo 

dx*  '  dy'        ^dxdyl 
=  —  4{c(a  —  J)  Vy*-H-o(c  —  i)*y"«'-«-  i(c  —  a)*xV 

—  2r'i{a  —  4)Vy»-+-  (e  —  J)»y  V-^-  (e  —  a)'«"x»l  J 
-+-  r<[8r6—  4(a  -+-  i  ^  c)r«  -^-  2(aA  -+-  oc  h-  ic)r'—  abé] 

Ora  nei  primo  sistema  di  termini  indipendenti  da  r*  ti  svi- 
luppino i  quadrati,  e  per  i  termini  moltiplicati  per  — •  2r^, 
abbiamo  di  sopra   trovato 

(o  _  i) Vy^-4-  (a  —  e)  V«'h-  (b  —  e)Yz^ 

e  perciò  avremo 

dx'  '  dy^         ^dxdy' 
==  —  4[acy*(aj:'-4-  cz^)  -♦-  4cj?*(Ay*-+-  cz*)  -♦-  aòcjK'(aaf*-«-  Ay') 

—  2abc{xY-^  x'z^  -4-  y'«')  —  2r^(a^x^-^  ò^y'-f-  cV-  r«)] 
-+-  r4[8r^ —  4(a  -4-  A  -I-  c)r4-4-  2r'(aò  -^ac-^bc)  —  oAc] 

Dall'equazione  delia  superficie  abbiamo  i  valori 

♦     ax'-*-cj5'=r4 — òy*,    èy*-i-cjj*=r^ — ax*,    {u?*-t-iy*=r^ — cz* 

ed  osserviamo  che  i  due  termini  con  la  potenza  decima  di 
r  si  distruggono  j  e  potremo  scrivere  per  la  sostituzione 
dei  riportati  valori 

d  z     d  z         I  d^z  \a 
(ir*  *  dy*         ^dxdy' 
=  4r4[2a'a;'-^  2i'y'H-  ic^z^—  bcx*^  acy'—  oiic' 

— r^ar-¥'b'-k-c)'ì — 4aAc(a;'-*-y*-^-  jK*)*-t-2r^(a4-f-ac  -♦-  bc)  —  abcr^ 


(  381  ) 
Facciamo  ora  nel  coefficiente  r^  di  a  -»-  6  -h-  e  ,  e  nel  coef- 
ficiente di  -^4a6c  le  sostituzioni 

f4  ss:  ax^-H-  4y*-4-  cjs*  ,     r'=  a?*-»-  y*-t-  z* 
si  troverà  in  fine 

dx^  '  dy*         \dxdy) 
_  r4[4(a'a?'-H-  i'y'^  cV)  —  2(aA  -*-•  gg  -*-  ic)r'-f-  3aAc] 

Nell'ipotesi  di  a  =  &  ==  e  =  r'  si  ha  come  è  noto  il  corri- 
spondente yalore  per  la  sfera. 

4.''  Calcolati  i  diversi  composti  delle  derivate  di  primo, 
e  secon  d'ordine  ne  dobbiamo  fare  la  sostituzione  neirespres- 
sione  generale  della  quadratura  S  riportata  al  paragrafo  2.^ 
Osserviamo  primieramente  che  il  valore  di  Q  essendo  po- 
sitivo,  converrà  prendere  con  il  segno  contrario  l'integrale 
che  serve  di  coefficiente  a  hy  onde  la  nuova  superficie  pa- 
rallela sia  una  delle  esterne  alia  data  di  elasticità.  Ciò  po- 
sto ricordandoci  che  il  primo  degli  integrali  componenti  il 
valore  di  S  rappresenta  la  quadratura  Si  della  superficie 
primi  ti  va,  ^  chiaro,  che  ponendo 

otterremo 

rd^    d'z  _  (£^\-\  .,. 
rAdx^  '  df       Kdxdyì  J  ^'  ' 

Volendo  applicare  questa  formola  alla  superficie  Si  di  eZa- 
sttcitàj  si  rifletta  che  posto 

=  ax-*-oy-H-cj5 
si  ha 


(  382  ) 


quindi 

Q' 


^^i^P««V 


4r*M'-^- 1 

r*CoAc 

-(oA 

-i-ac- 

■+-  be)r*} 

M» 

r«c4M' 

-2(04 

-+-ae 

-^be)t 

''-+-3a*c] 

z     d  z         I  d  z  \ 
dx*  '  dy*         ^dxdy' 

Per  le  integrazioni  eonviao  far  uso  delie  coordinate  polari, 
in  modo  da  porre 

x^ssr  COS9  ,    y  =^r  senf  cos9  ,    x  =  r  sen^  sen9 

ed  allora  ponendo  per  Jbrevità 

u  =  COS9  j    V  =3  sen^  cos9  y    w  =  sen^  sen9 

si  ha 

Per  la  medesima  sostituzione  polare,  l'equazione  della  su* 
perfide 

(x^^  y'-f.  xy:=  ax*-^  iy"^  m' 
diviene 

r*='  au*-H-  it?*H-  cw* 

e  come  ho  provato  in  altre  Memorie  la  sua  quadratura  di- 
pende dall'integrale 

S,  =:fj  senp  d(pdO  1/    (a*u»-^-*H?*-+-  cV)=r  jTpsenydyiiS 

Di  qui  si  trae 

rr      Q  d'  S|        _   rr[4r''P''-+-oi<!— (oi  -4-a<;-«-&cy']genydyfO 
JJ  i/^(l-^-p'-f-j»)»  ~  JJ  r  P* 


(  383  ) 


'    d^'   ~   (d3^)  j  ^'^' 


rr  t4  f'  P*  —  2  (  a&  -4-  Qg  -t-  ^c  )  r*  -♦-  3o^c]  seny  df  d& 

L'ultimo  di  questi  dae  integrali  esteso  all'intera  superficie 
si  dovrà  ridnrre  a  4ff;  ed  il  primo  dipenderà  dalle  funeioni 
ellittiche  delle  tre  note  specie. 

5."  Integriamo  pertanto  fra  i  limiti  f =0,  f=i;r,  0ss=O, 
$  =  i;r  e  poniamo  per  brevità 


Ss  =  Sf    I  '  Idx'  '  dy'        \dxay}  J      ' 

aYremo  per  la  superficie  Si  paralella  alla  superficie  S  di 
elasticifà 

S  «  Si  -♦-  *  S,  -+-  *'  Sa 
ove  come  già  è  noto  si  ha 

Per  calcolare  adunque  nel  nostro  caso  gli  integrali  denotati 
con  S2  9  S3  sostituiamo  nel  secondo  memdro  i  valori  di  r,  P, 
otteremo  per  il  primo 

senydjxiej/  (att'-f-  bv^-^cu!") 

«/  o  «/  o  a  U  -H  0  t>  -4--C  tu 


(  384  ) 

I  nuovi  integrali  si  potranno  rendere  di  forma  razionale  per 
mezzo  di  alcune  trasformai^ìoni  di  variabili,  come  già  ho 
mostrato  in  altre  circostanze:  intanto  osserviamo  che  il  primo 
integrale  rappresenterà  il  quadruplo  della  quadratura  di 
una  superBcie  di  elasticità  della  quale  ì  valori  numerici 

4        4        4 
degli  assi  sieno  (/ a,  [/'b^  [/^c. ,  o  ciò   che  torna  lo  stesso 

il  quadruplo  di  una  superficie  ellissoidica  di  semiassi 

e  sarà  sèmpre  esprimibile  da*  trascendenti  ellittici  di  prima, 
e  seconda  specie ,  in  modo  che  supponendo  a^b^c  ^  e 
facendo  inoltre 

a       .,       c'-b^ 

si  ha  per  la  quadratura  S,  della  superficie  di  elasticità 

.    S,  =  ^  -+-  ^^.a^^.y  Ccos>  F(Ai  fi)  -•-  sen>  E(A,  {i)] 

ove  nel  secondo  membro  per  le  funzioni  ellittiche  di  primai 
e  seconda  specie  abbiamo 

^(*'  ^)=/.  V(l  -'Iw.)  '  ^(*'  f"^  -/>l/^(l-*Wa) . 
Nella  stessa  guisa  ponendo 

*  l/^a  €  —  b 

COSA  =    -T-  ,     Ai  P=  

otteniamo  per  1*  integrale  T  rappresentato  dal  primo  ter- 
mine del  valore  di  S^ 

T=  32yj''yj''sen9  ^  dSl/^(au'-*-  it?'-w?a)') 


(  385  ) 
ossia 

Fra  le  ampiezze  fx  ,  X  ,  ed  i  moduli  A,  Ai  sassistono  evi- 
dentemente le  relazioni 

ai                            ,,        A.^(C  -f-  i) 
COS  A  =  cosa  ,      k  es»  -r ;- 

(c-4-a) 
ovvero 

1 —  cos*X  =  1  —  €Os/ui  =  2sen^i/x 
e 

senX  =  senlai/^2  ^    A.=  — ^ ,-^ 

ed  infine  ponendo  ancora  i  =  €  cosv 

X  =  arc.sen.(senifJi(/'2) 

2 A'cos*i|x        Acosi jx 

*  cos*iv    '     '        coslv 

Ritenuto  ora  il  significato  delle  quantità  r,  u,  t?,  to  pongasi 

§  =  cos^  ,    )9  =  sen^  coso) ,    ^  =  sen^  seno) 

e  trasformiamo  le  coordinate  sferiche  «,  t^,  io  in  altre  §, 
19,  ^  della  stessa  specie,  col  fare 

§  V  ? 

17  CBS  -— ,    10  — 


ove 


^=i^(f-^-?) 


51  avrà 

Uri  =  9    a  U  -+-  0  M  -f-  e  10  s^  ^ 

h  sen  0)  -+-  e  COS  &)  ^ 

Facendo  tutte  queste  sostituzioni  nel  secondo  membro  della 

52  ricaviamo 

iitmalt  ài  Sàmxe  Mot.  e  FU.  T,  VII   ottobre  1856.  25 


(  386  ) 

Pa  =T-f-  S^/^(abc)  I      I ;- r — j--i-~ r; —, 

^   ^      J  p  J  ^  (a  cos  (/h-  isen  (icos V-t-  csen  (psen  cj) 

ove  per  brevità 

H  =  ic  cos^(|'  -H-  oc  sen'^cos^Ci)  -+-  oó  sen'cp  sen^a> 

I  nuovi  integrali  componenti   il   valore  di   S^  ridotti  alla 
forma   razionale  ,  facilmente   potranno  esprimersi  in    tra- 
scendenti ellittici. 
6°.  Sia 

a*=  a  cos'^^p -+- i  8en"(i  ,  /S*=  a  cos'<p -♦- e  sen*^ 
a,*=c(6cos*(/;-^-asen*^(^)  ,  j8,*=  A(cpos*(p-t-asen*^) 

ed  osserviamo  che  dal  primo  degli  integrali  si  ì^k 


s. 


a»»      I  1 


o    a*iCos*a)-4-  ^^sen^o)       2ap 
avreipo 

S  =T   ,  8;r|/"(aòc)  /  ' sentpd^ 

*  2        Ji»  l/'(acos*^*-»-ésen*4').i/(acos^(|^-*-csen'^) 

^  .    ,  ,    /^i»f  ir*i7r  sentl/dócfc) 

—  8  X\/^abc  I      I     — — — ;-^  - — -5 — —  . 

J9  Jo  (a  icos  fi.)-+-/5i  sen  &))(«  cos  «-*-p  sen  G)) 

Av^ti  di  eseguire  nei  secondo  degli  integrali ,  1'  integra- 
zione relativamente  ad  a  9  conviene  decomporre  la  frazione 
composta  nelle  due  frazioni  semplici,  e  perciò  se  si  sosti- 
tuisca cosaci)  =  1  —  Seneca ,  faremo 

1 

la^^  (^^—  a")sen'«J[a/^(/3|'—  a,')sen'a)l 


(  387  ) 
M  N 


^'onde  le  due  equazioni 

Ma.*-*-  N«'=  1 ,  M(^."-  «.')  H-  N(/3'-  a*)  =  0  . 
Di  qui  si  trae 

d'onde 

8rt|^>^/»'^seii^ 

nhr    (/3,»— a,')  sen^«i(j«fia  "1 

(a.'P'-a'/3,')  •  (a.'cos'»:-H^.'8en*<i))J  * 

Ed  integrando  relativamente  ad  o  ,  abbiamo 

Sffj/'aAc  rs^sentf/Ap 

(ab -^  oc -*- bc)\^{abc)f  f^  (j3'—  «')8en<f«i<f> 

Calcoliamo  i  composti  da  a,  /3  ,  oc. ,  /3i  espressi  per  l'an- 
golo (p  avremo 

/3'—  «■=  (e  —  4)  sen>  ,  jS,'—  «,'=  —  a(e  —  b)  sen'((» 
«,'^-  a'/9,*=  (e  -  i)  sen'.p(a/3'-H-  p,') 
=  (e  —  i)[a(c  -K  A)  -H-  (e  —  o)(6  —  a)  cos't|;]sen'<t  . 
Sostituendo  verrà 


(  388  ) 
2   «^o       aj3  2 


JMtt 
— 
o   Ca 


ove  per  brevità 

((p  ^  4)  -^-  (e  _  a){b  —  a)co8"4^]a^ 

Jo  [a(c  -f-  6)  H-  (u  ,.^  a)(6  —  a)co8'^]a,/3i  ' 
Biprendiamo  i  calori  di  a,  /3,  cioè 
a  =  l/^(a  cós'^  -4-  b  sen*^)  ,    /3  =  |/'(a  cos'(/*  -4-  e  sen'^) 
e  poniamo  in  esse  come  sopra 

^      l^<»  .       l^  <^  sient      sen^     ,.     c(6  —  a) 

l/^c  ^       1/  (e— a)      senA  à{c  —  a) 

^"  ^76(c— a)  J  o  [a((?  -*-  6)  -+-  c(6  —  a)sen*Ol/  (1—  Psen*^) 

/  >  sen^ 1  n  4i 

J  oo^  l/*{c  —  a)Jo  l/(l  ^  Tsen^O 

6  ponendo  per  la  consueta  notazione  delle  funzioni  ellittiche 

di  terza  specie 

_€(b  —  a) 

n(X,n.  ,i)=|^  (l-^n.sen»0l^(l-Z'sen»7) 
il  valore  di  U  diviene 

ed  insieme 


(  389  ) 
Per  rintegrale  espresso  da  V  riteniamo  il  yalorc  di  cosX  j 
e  poniamo  come  sopra 

ma  sia  la  sostituzione 

^                    ,^.            colXrf^ 
cos^  =  cotA  tang^ ,  sen^pd^t  = j- 

allora  ai  limiti  <p=s--  ,  (p=0  corrisponderanno  ^=0)  ^=X 

d'  onde  rovesciando  i  limiti  col  cangiamento  di  segno  ed 
ayyertendo  che 

senX  —  ^  ^^  ~  ^'  ,   cot'X  =  — — 

otterremo 

y  S/'a  r^  cost^dt 


_        [/'a      r 

ì/ bc.ì/^le  —  a)J  9 


iria^^A^HB-^ 


J/  bc.[/^(€  —  a)-/ ir  [C-+-6— ^c-f-a)8en*0l/^(l  — A,*sen*J) 

Infine  sostituendo  cos'^  =  1  —  sen'^ ,  ei  eseguendo  la  di- 
visione nella  parte  razionale  deirintegrale  si  deduce 

v=-         («-*)         fi * 

(cH-a)i/(ai(?)i/^(c— a)  J  •  [c-h*— (<M-o)sen*QJ/*(l-A,*sen'r) 

l n  di 

(e  -K  a)\/^{abc)  \^(c^J.  t/-(l  — A,*sen*0 

ponendo  poi  per  il  parametro  n  della  funzione  ellittica  di 
terza  specie 

si  otterrà  come  sopra 


(c-+-a)l/(aóc).^/'(c— a) 


F(A,  ,  X) 


(  390  ) 
Avremo  dunque  da  queste  sostituzioni ,  e  dal  valore  di  T 

Snl/^tibc      (dUp -i- ac -^ bc)  _,      ,  ,, 


2         a{c  -4-  by  b{c  —  a) 

8;ri/'aic        {tib  '+'aC'^  bc)(b  —  a) 
2        (c^4-  a)(c  -+-  J)i/  a4c.|/(c  —  a) 

87r|/'aic       (oA  -4-  oc  -I-  ie) 


n(n,A.  ,X) 


2        {c-^i/^  abcl/^  {e  —  a) 
Stti/'oA  8  tt  c 


F(Ai  ,X) 


ai/'c         2l/^(c-T-a) 


[cos*XP(A,  ,X)  -4-  sen'XE(A„  X)3 


ed  ognun  vede  che  sotto  la  stessa  ampiezza  X  il  valore  di 
Sa  si  esprime  per  le  funzioni  ellittiche  delle  tre  note  specie 
di  pa  rametri  e  moduli  diversi.  Per  il  medesimo  valore  ri 
potrà  scrivere 

-^  *^*  -*-  -^!^  [cos*XF(A.  ,  X)  -^  sen*XE(il.  ,  X]  . 
yc  y[c—a 

Determinato  il  valore  di  83  e  quello  di  S,  come  dal  parag.  5  ."* 
resta  a  conoscersi  il  valore  di  Si  onde  poter  sostituire  il 
tutto  neir  espressione  riportata  allo  stesso  parag.  5^  cioè 

S  ^  Sj-4-  k  Si"*"  k    S3 

Ora  S3  si  riduce  a  An ,  mentre  tale  é  il  valore  per  tutte 
le  superficie  chiuse,  e  di  uniforme  curvatura  per  la  somma 
degli  elementi   della  superficie  divisi  per  il  prodotto    dei 


(  391  ) 
raggi  di  curvatura  principale:  contuttociò  in  appresso  fai" 
remo  conoscere  Fanàlisi  per  la  rerificazione  di  questa  somma 
nella  supei'ficie  di  elasticità:  intanto  sostituiamo  nuovamente 
a',  i^,  e'  invece  di  a,  b^  e,  ed  osserviamo  che  il  valore 
di  S,  diverrà 

Si=  -^  -*-  ^'^^4  _  ^4^  tcos VF(A,  fx)-Hsen V  E(A,  ,x)] 

ove  r  ampiezza  /x  »  ed  il  modulo  A  sono  determinati  dal-- 
Tequazioni 


cos/x  =*  —  ,  A*= 


i^-«> 


Ciò  pdsto  S|  mppresenterà  la  superficie  di  elàsti<iità  che  si 
riduce  ad  un'altra  ellissoide,  e  per  la  quadratura  della  su- 
perficie S  partdlela  a  quella  di  elasticità  avremo 

S  =  -^  -.-  _  ^^^  Cco8>  F(A,  /*)  -^  8en>  E{A,  /l)] 

*"*"*  -ta*(c»-t^')F(i,X)-(o*4'-+-aV-H*  V)n(n  .,^X)3 


a(c'-»-6*)|/-(«'— a') 


Da  questa  espressione  si  trae  che  la  quadratura  della  su-* 
perficie  parallela  alla  superficie  di  elastic^ità  si  compone  di 
due  superficie  di  elasticità  di  differenti  assi,  di  una  sfera^ 
e  di  un'altra  superficie  dipendeate  dai  trascendenti  ellittici 
di  terza  specie  e  che  probabilmente  potrebbe  farsi  dipen- 
dere  da  due  superficie  coniche  di  secondo  grado.  Resta  ora 
ad  esporsi  la  lunga  analisi  dalla  quale  sia  verificato  che 
l'integrale  rappresentato  da  S3  si  riduca  a  An. 
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7.^  Si  riprenda  il  doppio  yalore  di  S3  con  il  qnàle  ter- 
mina il  parag.  4*  ,  ed  incomincia  il  5^ ,  e  per  la  sostitn- 
zione  dei  yalori  di  r,  P,  col  ritenere  a,  b^  e  inrece  di  a*, 
ò*,  e^  si  avrà 


j/^(aV^  bV-^  cV) 


if^ifiid 


•/  o  J  o  y  (a*u^^  A'€*-f.  c'to*)» 

Fissi  i  valori  di  u,  t?,  to  poniamo  per  una  prima  integra* 
zione  relativamente  a,  9, 

A  =  6'cos'e  -+-  c*sen'0  ,    B  =  a*—  (6*co8*©  -•-  c^sen^O) 

A,=  b  cos'6  -4-  e  sen^O  ,    Bi=  a  —  (b  cos'6  -1-  e  sen*6) 

cosf  =  x  f    —  sen^  df  =  dx 

i  limiti  diverranno  a;  =  1 ,  a?  ==  0  »  e  perciò  cangiando  il 
segno,  e  rovesciando  i  limiti,  e  ponendo  per  brevità 

X  =  i/"(A  -f-  Bx^) 
avremo 

^x*dx 


S,=  32j^ 'Aid^y^J  ^ -^32y'^'B,da)y]' 


X 


.    .    r^f-*^  seìiifd(pd9 

Dalle  integrazioni  indefinite  abbiamo 

/x^dx  a?X  A    Pdx 

T"  ~  2B  ~   2B  J  X 


Sia 
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rdx  X  X 

X»  ~  AX  ""  WW^^) 

/x*dx X  1   pdx^ 

.  X""J.Ì?(A-+-Bx*)'  ""* 

quindi  ai  limiti 

Osservando  poi  che  per  i  valori  di  A,  B  si  ha  A-4-B=a', 
e  che  per  V  ultimo  integrale  componente  il  valore  di  S3 
risulta 

n5w  senfx^S  _    .n 

otterremo 

r««  r«^  B,  r*"  ab, 

_  16(a^^-aiM-^c)/   rt»  A,  ^^  _   r*''  B.  ^5  \ 
a  V  «/  o    A  «/o     B         / 


J**''  Bf 
— 
o        11 


Integriamo  primieramente  i  differenziali  algebrici,  e  si  avrà 
dalla  divisione 

B,  1  (a  — c)(4  — a) 


B         ÌM-c        (6-+-c)[(A*— c')»cn'ek-a»~  6'] 
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A,  1  bc 


quindi  moltiplicando  per  dd,  ed  osservando  che 

/'Sf d$ n 
.  (a'—  b'')cos'e  -+-  {a'-  c*)sen*e        ^^(a'— b')\^(a'^e'ì 

J*«« d9  _  jr^ 

.  a'cos'9  -+-  c'sen*e  ~"  2be 
si  otterrà 

r'*B,  <l/_l [^(a-c)l/'(a~b)      \ 

Jo     B  "Àb-^e        (b-^)[^(ar^c)l^(a^^r 

J''«A,       -  _  7T/     1  1      \ 

é  perciò 

r-"  ^'  jfl    r'"  ®'  jfl  _  "/  ^  .    i/^(a-cK(<»— A)  \ 

Sostituiti  questi  valori  nel  secondo  membro  di  S3  e  ridu- 
cendo si  trova 

83=32  f  ""a. Urf9  -  lej]""  ^  Vd$-i6(ab-^ac-^c)£'"^  Ud$ 
24;r      „     ta(«-*) -c(«-+-ft)]      Sn\/-{a'-c')  \^(a'-ò\ 

Resta  ancora  la  determinazione  degli  altri  integrali  che  di^ 
pendono  dalle  funzioni  eliiUiciie. 

8."*  Sia  a > 6  ,  aZ>Cy  e  6  < e  ,  e  prendiamo  due  quan- 
tità X%  X'%  che  sia  X^-+-  X"=  1  ,  cioè  poniamo 

X^='4=S  ,  X'^  =  V^a ,  A  =  i/-(l-X^8en'^) 


sarà 


B  =  (a''-*>%  A^B  =  «* 
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d'onde  prendendo  l/^(a*— 6')  =  ma,  verrà  per  il  valore  di 
U  del  precedente  paragrafo. 

1     .      /l/B-»-l/^(A-+-B)\  1  ,     /l-^\ 

"=  Vb  '•»«  (     t!-A     )=2i/-(a»-n.A  •««  (ì=;;ìa) 

Ciò  posto  richiamiamo  i  valori  di  A,  A, ,  B,  cioè 

A  e=r  ò^—  (b^—cyen^e  ,  A,  =  i  —  (6  —  c)sen^e 
B.«  (a  _  6)  _  (i  _  c)sen'9 

e  poniamo  in  generale 

J*5w  sen*"©  ,      /l-4-mA\  .^ 

«7 


otterremo 


JSn  i (fe— c)!Ia 


,  /i'-(«-i)(ft-4-c)\v    _  (i-c)(6--c') 

J»hr  Bj  1  4— C 

Se  quest'ultimo  integrale  si  moltip^chi  per  ab-^ac-^bc^ 
e  si  sommi  con  il  secondo  verrà 

r' ^  VdO -*- [ab^ae-Ue)  f^    j- tifi 

~  4-^c        -,         2i(ò'-c')    „        (»-c)(&'-c') 
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Gli  integrali  della  forma  Vai,  si  potranno  ridarre  agli  in- 
tegrali Ua« ,  e  V^  :  infatti  sostituendoci  nei  primi  V  iden- 
tità 

A»=A^A  =  (1-X'sen'e)4 

ed  eseguendo  la  diyisione,  si  avrà 


ava 


Sostituendo  questi  valori  nell*  ultimo  degli  integrali  rica- 
viamo 


pìn  AB.  /*««  B. 


u<{d 


Moltiplicando  per  16  il  primo ,  e  secondo  membro  e  sot- 
traendolo  da  32  I     XiUdO      si  trova 

r**  r^^  AB.  r^f  b 

321     A,U(tó— 16  I      f^  Uitó-16(aA-wic-i-ic)  |      ^UrfS 

«/ o  e/ o  11  «/ o       B 

— j/^(a»_i»)  ""^        (i-«)l/^(a*-*')     •       (c-i-i),^(a*-A»)  ''^ 

Ma  come  ho  dimostrato  in  altra  Memoria  pubblicata  nel 
giornale  arcadico  pel  settembre  ìSiS  ,  gli  integrali  della 
forma  VS^n  9  y»n  si  riducono  ai  trascendenti  ellittici  di  pri- 
ma, e  seconda  specie,  e  precisamente  nei  parag.  8*  e  10^ 
sono  riportati  i  valori  di  U^  ,  U, ,  V^  ,  ed  in  quelle  for- 
mole  basterà  introdurre  X'  invece  di  k\  e  sostituire  un'am- 
piezza £  invece  di  6  col  fare 


sene  =  *»== 
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eà  avremo  dagli  indicati  paragrafi 

U.=nF(X',  e),  U.«  -71:7-  *=(*  »  «) a{c'^b') 

V  -  J[i^  ^  i!(^  [F(V,.)  -  E(X',s)3 

Rappresentando  adunque  per  M  il  valore  del  primo 
membro  della  data  ultima  equazione,  e  sostituendoci  i  va- 
lori di  Upa  Uà  ,  V,  ,  resteranno  le  sole  quantità  algebriche, 

e  sarà 

Sn(a^-bc)  ^  87tl/(a'-i').l/-(a'— O 

a(ÌH-c)  a(lh+-c) 

Riprendiamo  con  questi  valori  l'espressione  S3  e  verrà 

Infine  sostituendoci  il  valore  di  M,  si  ottiene 

83  =  4» 

É  dunque  verificato  che  nella  superficie  di  elasticità  la 
curvatura  totale  coincide  con  la  sfera  di  raggio  1. 
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Ì.ETTRE  DE  M.'*  J.  J.  SYLVESTEB    PROFESSEUR   DE    MATHÉMATIQtJES 
A   LA    ROYAL    MIllTAlRfi    ACADÉMIE   DE    WOOLWICH   i   LE 

BEDACTEUa* 

Mon  cher  Monsieur 

J'  ai  r  honneur  de  voas  envojer  pour  ètre  inséré  dans 
yoire  journal  estimuble  ,  $i  yoas  les  en  jugés  dignes  les 
énoBcés  de  quelqaes  tI|éor6aie3  que  j'  ai  trouvè  dans  mas 
récherches  sur  les  soIutions  eo  nombres  entiers  positifs  ou 
negatifs  de  l'équatioQ  cubique  homogene  à  trois  variables. 

On  sait  seloD  Fermai  que  Téquation 

^*"-»-  y^-^-  ^^=  0 

u'est  pas  resoluble  eu  nombres  entiers. 
On  peut  ajouter  la  mème  cbose  pour  les  équations 

aj3_^  yS^  2jj5=  0 

jj3_+.  yS^  3^8—  0 

j*ajonte  que   Téquation 

■ 

ajS-H-  y*-+-  jj^H-  6j?yz  «=  0 
est  irrésohible:  aussi  l'equation 

2(j?*-+-  y*-4-  j5^-+-  òxyz)  =  27nxyz 
quand 

27n'—  8n  -4-  4 

est  un  nombre  premier,  est  irrèsoluble:  aussi  Téquation 

4(x5-4-  y*-*-  J5^-*-  6xyj5)  =  27vxyz 
est  irrèsoluble  quand 
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^  27t?"-^  36t? -i- 16 

est  un  nombre  premier. 
De  plns   l'éqnation 

B$i  irrésoluble  dans  Ics  circostances  suiv^ntes. 
Posons 

M*-  27A=s  A»  A' 

ou  A  ne  contieni  nnl  Cacteur  cubique.  Alors  si  A'  est  pair 
et  ne  contieni  nul  nombre  de  la  forme 

el  si  A  est  un  nombre  premier,  Téquation  est  irrésoluble 

excepté  dans  le  cas  que  m/   — —  soit  un  nombre  entier 

et  dans  ce  cas  là  on  peut  douner  la  solution  general  de 
l'équation. 

La  mème  chose    a    lieu  quand  A'  restant  assujetie  aux 
mèmes  conditions  qu'auparavant,  A  est  une  puissance  d'un 

nombre  premier  de  la  forme  p^^  "^  "'. 

La  mème  chose  a  aussi  lieu,  sans  que  A'  soit  pair  pourvu 
qu'il  ne  contieni  nul  facteur  ^-*-  3^*,  el  que 

A  =  2*«  *  «. 

La  mème  chose  a  lien  encore  pouryu  que  A'  ne  contieni 
nul  nombre  de  la  forme  /*-i-  Sy*  avec  les  conditions  sui- 
vantes. 

A 

—  un  nombre  premier  de  la  forme  qiztzi 

—  =  un  nombre  cntier 
ou 
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—  =  un  nombre  premier  de  la  forme  qi  ri:  2 
4 

777=  an  nombre  eatier 
18 

OH  si  A,  etani  un  nombre  premier  on  a  A,  B  respeetiTe- 
ment  de  la  forme 

jffi  -4-  2  ,  jfii  rt-  6  on  bien  de  la  forme 

qn  —  2  ,  qn  —  6  on  bien  de  la  forme 

f  n  -H-  4  y  jffi  -+-  3  ou  de  la  forme 
qn  —  4  y  qn  —  3  ou  de  la  forme 

qn  ztz  3  y  qn* 

J'ai  l'honnenr  e  te. 

Woolwich  10  Octobre  1856. 


Il  chiarissimo  sig.  prof.  J.  J.  SyWesier  che  era  io  Rooia  nella 
prima  meU  di  questo  corrente  Gennaio  1857  ci  ha  gentilmente  pro- 
messo per  gli  Annali  una  Nota,  risgaardan te  la  nuova,  e  generale  so- 
luzione del  problema  sulla  partizione  dei  numeri:  le  importanti,  ri- 
cerche di  queslo  dotto  geometra,  si  trovano  gi2i  riportate  dal  medesimo 
senza  dimostrazione  nel  Quaterly  joumai  ,  pag.  141  e  seg,  London 
july  1855, 

B.  T. 
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VARIE   COSE    ASTRONOMIGHE 

NOTA 

H^E  GIUSEPPE   BIANCBI 


Dopo  il  mio  non  amato  e  troppo  lungo  silenzio  in  codesti 
pregiali  suoi  annali  di  scienza  fisico-matematica  io  mi  pro- 
pongo di  offerirle  raccolte  net  presente  articolo  alcune  no- 
tizie di  Tario  argomento,  che  mi  sembran  al  tutto  non  prive 
di  un  tal  quale  interesse.  E  per  prima,  giacché  altra  volta 
in  cod'esti  fogli  mi  trattenni  intorno  a  orologi  e  cronometri 
le  descriverò  brevemente  una  preziosa  macchinetta  per  uso 
di  tempo,  invenzione,  e  lavoro  inglese  del  rinomato  Dent, 
acquistata  già  in  Londra,  ove  fu  ammessa  alfesposizion  uni- 
versale, e  dalla  splendida  gentilezza  del  generoso  «acquirente 
e  amator  de*  miei  studi,  rEccellenza  del  sig.  Marchese  Rai- 
mondo Montecuccoli,  a  me  favorita  in  dono.  È  dessa  una 
semplice  mostra  da  tavolino  che  può  chiamarsi 

I.^  VOrologio  avvisatore  delle  stelle. 

A  differenza  di  tutti  gli  altri  orologi,  ne'  quali  rivolgonsi 
intorno  ad  uno  o  più  centri  del  quadrante  fisso  le  freccie 
che  segnan  ore,  minuti,  e  secondi  in  questo  è  mobile  intorno 
al  proprio  centro,  coperto  esternamente  da  un  bottoncino 
in  ottone,  il  quadrante  nella  cui  periferia  del  più  grande 
raggio  leggonsi  tutte  ie  24  ore  suddivise  ciascuna  di  cinque 
in  cinque  minuti  e  che  passan  successivamente  sotto  un  breve 
ago  o  indice  fissato  superiormente  e  fuori  del  quadrante 
medesimo.  Non  avendovi  che  un  moto  e  un  indicazione  sola 
di  tempo,  il  meccanismo  ne  è  semplioissimo  e  il  più  robusto 

Annaia  ài  Scienxe  Mot.  e  F%$.  T  VII.  novembre  1856.  26 
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però  non  alto  a  conoscere  o  misurare  il  tenipo  se  non  entro 
circa  due  minuti;  ma  la  semplicità  della  costruzione  riguardo 
al  moto  vi  é  poi  combinata  con  altro  artificio  di  uso  uti- 
lissimo, e  questo  consiste  in  qna  seria  di  brevi  e  sottili  ver- 
ghette  metalliche  infisse  qua  e  là  tutto  all'intorno  e  appena 
sopra  la  periferia  diyisa  del  i|uadranl6,  (ciascuna  delle  quali, 
che  apparisce  all'esterno  come  un  punto  nero,  arrìyando  col 
moto  del  quadrante  sotto  l'indice  del  tempo  alza  e  lascia 
cadere  internamente  il  martello  di  una  campana  si  ebe  n'esce 
ogni  Tolta  il  suono  di  un  botto.  Se  Torologio ,  munito  di 
registra  e  di  iiilan<{iere  a  compensazionet  sia  posta  e  regoUlo 
a  tempo  sidereoi,  le  Terghette  vi  sono  collaeate  e  distribuita 
in  guisa  <;he  ad  esse  corrispondono  le  Ascensioni  rette  oi 
passaggi  meridiatti  siAperiori  di  altrettante  stelle  fra  le  piìi 
brillanti  a  delle  maggiori  grandezze  alle  latitpdini  d'europa 
e  precisamente  sono  qmste  in  numero  di  26,  tredici  della 
1/  cinque  della  2.^  e  atto  della  3/  grandezza,  il  nome  e 
la  costelUjEioa  delle  quali  rUpettiyamente^  insiemi^  alla  po- 
sizione, si  ha  dai  cataloghi.  Quindi  all'udir  il  botto  della 
campana  e  gnardandp  aU'wa  in  quell'istante  segnata  si  sa 
che  all'istante  madesimo  la  nota  stella  rispettivamcate  rag* 
giunge  la  sua  culminazion  meridiana.  Oltre  a  ciò  yì  ha  nel 
quadrante  una  periferia  cM^eatrica,  e  un  poco  al  disotto 
di  quella  delle  ore,  la  qual'è  divisa  di  10  in  10  minuti  , 
pssia  m  144  parti  eguali»  e  a  ciascuna  divisione  ^  prati- 
cato» un  piccolo  foro  in  cui  può  inserirsi  e  fermarsi  a  vite 
niella  gross^z^a  del  quadrante  un  bottoncino  di  ottone  de* 
9tìaato  a  meitef#t  in  oscillazione  col  suo  gambo  un  pendo- 
l^tto  che  percìM>(e  d'ambe  le  parti  nell'interno  la  campana 
e  ne  genera  per  alcunJL  secondi  un  acuto  suonò,  come  di 
sveglia.  L'osciUa^iono  e  U  suono  produce^i  repientinamenle 
non  appena  ik  bottomcino  fermata  (e  ve  ae  ba  sei  da  fer** 
marsi  qua  e  là  nei  fari)  è  pervetiuto  all'indice  delle  ore. 
Egli  è  cbiara!  dopo  ciò  che  vofeuda  essfr  avvisati  alcuni 
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mintiti  prinia  ebe  una  dala  stella  passi  pel  meridiano  all'uopo 
dì  oaservarla  non  si  ha  che  da  portar  e  chiudere  uno  dei  dotti 
bottoncini  nel  foro  precedente  di  circa  10  minuti  rissante 
del  passaggio  o  della  osservazione;  e  se  Tosservatore  fosse 
per  aTTentura  distratto  colla  mente  in  calcoli  e  in  altri  pen- 
sieri ,  allo  scoccar  e  battere  della  sreglia  se  ne  scuoterà 
e  si  recherà  tosto  aU'osseryazione  che  non  andrà  perduta, 
come  potrebbe  altrimenti  accadere»  Di  conseguenza  que^ 
st'Orologio  da  tavolino,  tenuto  nel  gabinetto  da  studio  di 
un  Astronomo  i  non  ò  tanto  un  <^getto  di  <Hrnamento  per 
eleganza  e  pregio  di  lavoro  che  molto  più  non  debba  dirsi  . 
utile  per  l*uso  a  cui  serve,  e  di  esso  avrebbero  a  fornirsi 
le  specole  maggiormente  attive  o  di  prim*  ordine.  E  non 
meno  l'orologio  stesso  può  vanlaggiosamente  adoperarsi  negli 
usi  qualunque  della  vita  civile,  regolandolo  al  tempo  solare 
o  comune  y  e  ricevendone  gli  avvisi  precedenti  all'atto  e 
istante  di  una  determinata  operazione  (^ui  molto  prema  di 
non  fallire  per  una  causa  qualunque  di  smemorataggine. 
Tal  é  l'ufficio  e  giovamento  dell'orologio  avvisatore  di  Dent, 
che  però  in  particolare  venne  immaginato  e  costrutto  dall'in- 
gegnoso artefice  a  peculiare  servizio  di  pratica  Astronomìa, 
come  dimostra  l' indicazione  dei  passaggi  meridiani  delle 
principali  stelle. 

11.^  Un  doppio  Beli$9é  limare  parziale  e  Male 

possibile  a  un  tempo. 

L'Eclisse  della  Luna,  di  pochissimo  non  totale^  annun- 
ziato dall'effemeridi  per  la  notte  dal  13  al  14  Ottobre  del 
corrente  anno,  col  favore  di  un  Cielo  bellissimo  e  stato  ve- 
duto e  ammirato  per  tutta  Europa,  e  come  di  uno  spetta- 
colo veramente  magnifico  a  contemplarsi,  quasi  ogni  pub- 
blica gazzetta  ne  ha  tenuto  discorso.  Da  parecchie  Specole 
se  ne  fecero  le  precise  osservazioni  del  cammino  dell'ombra 
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terrestre  lunghesso  la  superficie  deiremisfero  lunare  a  noi 
rivolto  ,  osservazioni  già  inserite  e  pubblicate  ne'  giornali 
astronomici.  Però  il  contorno  di  queir  ombra  essendo  per 
la  sua  generazione  ,  anziché  una  linea  ben  terminata  una 
sfumatura  o  degradazione  di  qualche  larghezza,  il  giudizio 
degli  appulsi  o  contatti  lunari  ne  diviene  alquanto  incerto 
né  saprebbesi  tirarne  conseguenze  di  calcolo  se  non  appros- 
simate. Ommessa  per  tal  motivo  l'operazione  scientifica  di 
misura  io  pure  con  altri  voglio  limitarmi  a  vagheggiar  sem* 
plicemente  il  fenomeno,  e  notarne  dal  principio  al  fine  le 
fisiche  circostanze  che  offran  materia  di  riflessione.  Que- 
st'  eclisse  pei  nostri  meridiani  e  puro  cielo  d' Italia  tanto 
più  é  riuscito  rimarchevole  quanto  il  suo  colmo  é  avve- 
nuto all'ora  circa  della  mezzanotte,  cosicché  il  suo  svolgi- 
mento per  noi  presentavasi  nella  maggior  elevazìon  della 
Luna  e  quindi  a  condizion  atmosferica  più  propizia.  Piena 
cosi  e  alta  la  Luna,  bello  é  il  vederne  illanguidir  lo  splen- 
dore poco  a  poco  e  progressivamente  dalla  parte  orientale 
del  disco  verso  l'occidentale;  indi  nella  prima  di  queste  ar- 
rivar e  avanzarsi  del  pari  l'ombra  terrestre  sfumata,  e  di 
plumbeo  colore  ,  che  ricopre  e  non  lascia  più  distinguere, 
fino  ad  un  certo  punto,  le  varie  parti  lumeggiate  del  disco; 
dipoi,  avanzatasi  di  più  V  ombra,  ricomparir  tali  parti ,  e 
trasparir,  conie  da  un  velo  rosseggiante,  e  ognor  più  vivaci 
ma  non  tanto  che,  all'essere  pressoché  adombrato  l' intero 
disco ,  non  appaja  la  volta  celeste  sparsa  d'  innumerevoli 
stelle  fino  alle  più  minute  come  a  notte  serena  e  senza  lu* 
na;  e  infine  all'emersione  lunare  oflTerirsi  allo  spettatore  le 
slesse  apparenze  e  vicende  in  ordine  inverso.  Durante  la 
massima  oscurazione  io  notai  emergere  istantaneamente  dal 
lembo  occidentale  della  Luna  due  stelle  telescopiche  o  pic- 
colissime ,  ed  altra  simile  poco  mancò  non  s'immergesse 
nell'orientale ,  sfuggendo  ad  essa  la  Luna  col  suo  moto  in 
declinazione  verso  il  polo    boreale.  Una    qualunque    delle 
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stelle ,  vicine  bastantemente  al  piano  dell*  ecHUica  ove  di- 
stendesi  l'ombra  terrestre,  può  essere  occultata  iu  un  eclisse 
lunare  ,  sì  che  ne  avvenga  per  noi  simultaneo  un  eclisse 
duplice  di  lunay  e  di  stella,  ma  fuori  di  questa  circostanza 
le  stelle  più  minute  e  telescopiche  e  parimenti  i  novelli 
piccoli  pianeti  non  potranno  mai  vedersi  occultati  dal  no» 
stro  Satellite  in  plenilunio. 

Innanzi  che  accadesse  il  recente  eclisse  lunare  dubitavasi 
benché  di  piccola  differenza,  se  il  medesimo  sarebbe  riu'- 
flcito  parziale  o  totale.  Negli  annunzi  dell'effemeridi  si  leg- 
geva sopra  quelle  di  Berlino  che  il  calcolo  più  accurato  ne 
porgeva  la  massima  quantità  oscurata  di  digiti  11  ,  97  e 
quindi  la  parte  scoperta  di  0, 03  =  5"  (  preso  il  diametro 
orizzontale  della  luna  =  33'  36");  sopra  quelle  di  Londra, 
ossia  dal  Nautical  Almanac  in  parti  del  diametro  lunare  =  1 
assegnavasi  la  parte  non  oscurata  =  0,006  =  12"-,  dall'ef- 
femeride Milanese  dicevasi  questa  parte  di  0  digiti  e  mi- 
nuti 20  =  56",  e  la  stessa  dalla  conoscenza  dei  tempi  di 
Parigi  era  indicata  forse  alquanto  maggiore  nella  minima 
distanza  ivi  data  dei  centri  della  Luna  e  dell'ombra  terre" 
stre^  e  =  29'.  31''<  L' immediata  ed  effettiva  osservazione 
ha  deciso  che  l'eclisse  è  stata  realmente  parziale.  Osservan- 
dolo col  mio  cannochiale  di  Fraunhofer  a  forte  ingrandi- 
mento io  non  vidi  rimanere  scoperto  fuorché  un  breve  e 
streltissim'orlo  del  disco  lunare  che  slimai  non  maggiore  di 
5  a  6",  laonde  a  mio  giudizio  avrebbe  colto  nel  vero  Tef- 
femeride  di  Berlino,  un  pò  meno  quella  di  Londra,  e  assai 
più  lungi  quella  di  Milano  e  Parigi. 

Fu  pur  bello  in  quella  notte  del  13  ottobre  e  nelle  suc- 
cessive fasi  dell'eclisse  il  vedersi  Giove  brillantissimo,  poco 
discosto  e  all'occidente  della  'luna.  E  quanto  non  sarebbe 
stato  più  raro  e  meraviglioso  lo  spettacolo,  se  in  quei  mo- 
menti avesse  potuto  combinarsi  1'  occultazione  lunare ,  av- 
venuta dipoi  e  solo  un  mese  circa  più  tardi,  del  maggior 
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Pìaeeta  del  nostro  sistema,  per  massa  e  voluiae,  che  ognor 
mi  richiama  la  cara  e  sublime  imagine  éelVAdanMa  di 
Klopstock  !  Ma  nella  detta  circostanza  neppar  arTenne  alcan 
eclisse,  benché  si  frequente,  dei  Satelliti  di  Giove  nell'ombra 
del  pianeta  ;  laonde  non  potè  avverarsene  il  tilolo,  in  appa- 
renza paradossale,  imposto  al  presente  paragrafo,  e  che  na- 
turalmente si  spiega  con  due  Lune  che  si  eclissino  a  ob 
tempo,  come  sarebbeii  realizzato  se,  durante  il  recente  parrial 
eclisse  della  nostra  Lana  terrestre,  si  fosse  trovata  immersa 
totalmente  nell'ombra  del  suo  più  grande  pianeta  una  dette 
quattro  Lune  gioviali^ 

lU.^  Voceultaxiome  di  Giove 
la  noM  dalV  8  aif  9  Novembre  di  quesi^anno. 

(In'occoltazione  di  Giove  per  la  nostra  Luna  è  sempre 
un  fenomeno  9  quanto  vago  e  piacevole  a  vedersi  con  un 
buon  eannoccbiaie  ,  profittevole  altrettanto  alia  scienza  di 
misura  per  l'osservazione  precisa  che  può  farsene.  Quella 
perciò  ch'era  prenunciata  nell'effemeridi  per  la  notte  dall' 8 
al  9  del  Novembre  testé  caduto  avrà  certamente  occupata 
l'attenzìon  degli  Astronomi  ;  nò  io  pure  mancai  di  recami 
e  trattenermi  ad  osservarla  ,  benché  in  ora  piuttosto  inco- 
moda, in  questa  R.  Specola.  Il  cielo  per  me,  in  apparenza 
e  all'  occhio  nudo  ,  sarebbesi  detto  sereno  presso  il  luogo 
del  fenomeno,  ma  di  fatto  l'atmosfera  nostra  yi  era  Telata 
da  un'alta  e  non  rara  nebbia  di  guisa  che  usando  cannoc- 
chiali a  forti  ingrandimenti  ne  venivan  confuse  le  imma- 
gini dei  contorni  e  dell'  altre  parti  illuminate  sì  di  Giove 
che  della  Luna ,  e  i  Satelliti  del  primo  vedevnnsi  appena 
ocHue  languidi  punti  ;  il  perché  mi  convenne  servimi  di 
oculari  dolci  o  più  deboli.  Un'altra  circostanza  rendeva  men 
bello  il  fenomeno  ed  era  la  simultanea  congiunzione  del  1.* 
oo(  S.""  Satellite  e  del  2.^  col  4.^ ,  cosicché  due  ore  prima 
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deir  Occaltamcmtd  (unare  non  vedevcinsi  fuorché  i  Satelliti 
3.^  e  4/9  é  soltanto  il  2/  emerger  dové?a  dall'ombra  del 
pianeta  dopo  la  detta  occultazione  e  già  tramontati  insieiM 
la  Luna  e  Giove.  Inoltre  il  3.^  Satellite  penetrò  e  si  per* 
dette  nell'ombra  stessa  del  suo  pianeta  Innanri  ohe  la  Luna 
raggiungesse  ed  occultasse  il  sistema  gioviale,  ed  io  ne  os- 
servai l'istante  delKimmersione  a 

11>  59. '^  58/  2.  di  tempo  medio  a  Modena. 

Ecco  ciò  premesso  la  mia  osservazione  dell'  occultamento 
lunare  : 

l.""  Contatto  dei  lembi  di  Luna  e  Giove  13.M4r  9.'1  )     di 

2." .      45.  33-  4  >  tempo 

disparizione  istantanea  del  4.**  Satellite      48.     1.  1  )  med. 

La  notazione  dei  minuti  secondi  ò  precisa;  e  riscontrai  pure^ 
leggendolo  immediatamente  all'orologio,  il  minuto  primo  della 
disparizion  del  Satellite)  ma  rosservazione,  fatta  da  me  solo^ 
non  mi  permetteva  nei  brevi  intervalli  fra  l'uno  e  l'altro 
istante  di  osservazione  di  toglier  Tocchio  dal  cannocchiale 
per  legger  ogni  volta  il  minuto  all'Orologio  del  quale  io 
numerava  e  teneva  in  mente  le  battute  dei  secondi.  Àiremer^ 
sione  poi  la  Luna  declinata  e  prossima  all'orizzonte  vi  restò 
avvolta  in  uno  strato  di  nubi  o  di  deftsi  vapori  che  la  tol^ 
sero  interamente  di  vista,  perlocchè  la  seconda  parte  deli'os^ 
servazion  del  fenomeno  me  ne  andò  perduta. 

IV.""  Un  &IÌM$  di  Sole  ed  un  Selisie  di 
Luna,  non  che  possibili  realmente  avvenuti  ad  un  tempo. 

Se  l'argomento  propostomi  e  svolto  nel  paragrafo  11% 
nel  suo  titolo  aveva  del  paradosso,  molto  più  ne  ha  il  pre-* 
sente  dal  modo  e  titolo  di  enunciarlo*  A  chi  domandasse 
invero  di  risolverne  l'enigma  o  il  quesito  della  possibilità 
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del  caso,  sarebbe  tosto  da  rispondere  essere  assurdo,  e  perciò 
impossibile,  che  la  Luna  si  trovi  a  un  tempo  ìq  congiun- 
zione e  in  opposizione  al  Sole  per  averne  simultaneamente 
alla    superficie  terrestre  un  Eclisse  di  questo  e  di  quella. 
Ma  ciò  è  vero  per  la  nostra  terra,  che  ha  una  Luna  o  un 
Satellite  soltanto  ;  non  cosi  per  Giove,  che  ne  ha  quattro, 
nei  moti  delle  quali,  relativamente  al  proprio  pianeta  e  ai 
Sole,  può  benissimo  combinarsi  che  avvengano  ad  un  tempo 
le  opposte  sizigie  e  quadrature  dalPuna  all'altra,  e  vai  a  dire 
che  mentre  una  di  esse,  rispetto  a  Giove,  trovasi  al  plenilu- 
nio, una  seconda  sia  nel  novilunio,  una  terza  nel  primoquarto, 
e  la  quarta  nel  secondo.  E  il  plenilunio  o  novilunio  simultanei 
(visibili  però  dagli  emisferi  opposti  della  superficie  di  Giove) 
possono  accadere  a  si  breve  distanza  dal  piano  dell'orbita  di 
Giove  stesso  che  dal  primo  abbiasi  un  Eclisse  lunare,  o  dei 
Satellite,  e  dal  secondo  alla  superficie  dell'opposto  emisfero 
del  pianeta    un  Eclisse    del  Sole.   Veduto  il   qual    doppio 
fenomeno  contemporaneo  dalla  terra  corrisponde,  quello  alla 
disparizione  di  un  Satellite  di  Giove  nella    grande    ombra 
del  pianeta,  e  questo  al  passaggio  della  piccola  ombra  del- 
l'altra Luna  o  del  Satellite  opposto  sopra  il  disco  di  Giove 
medesimo  illuminato  dal  Sole.  Una  sìfTatta    combinazione  , 
che  però  non  dev'essere  molto  frequente  ad  avverarsi,  ac- 
cidentalmente io  credetti  di  osservare  la  sera  19  di  Novembre 
ultimo  scorso.  Poco  innanzi  le  ore  7  di  detta    sera   colli- 
mando a  Giove  col  mio  cannocchiale  di  Fraunhofer  a  mas- 
simo ingrandimento  notai  il    primo    istante  dell'  emersione 
del  2.°  Satellite  dall'ombra  del  pianeta  che  fu  a 

6.^  49."*  47/  3  di  tempo  medio  a  Modena 

seguitando  poscia  il  Satellite  emerso  a  crescer  di  luce  per 
circa  2.*^  e  15.'  Vedevansi  allora  i  due  Satelliti  2.*  e  4.* 
all'Oriente  di  Giove,  e  gli  altri  due  l."*  e  S.*"  all'occidente. 
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Ora  j  poco  innanzi  Y  osservala  emersione  ,  io  rimarcai  snl 
disco  di  Giove  presso  il  lembo  Sud-Est  una  piccola  macchia 
rotonda  ben  contornata  e  assai  scura,  che  si  avanzò  molto 
sensibilmente  e  scorrendo  lunghesso  la  fascia  più  meridio* 
naie,  ossia  verso  il  lembo  Sud-Ovest  del  disco.  Questa  mac- 
chia, per  grandezza  e  figura,  e  velocità  e  direzione  di  moto 
parallelo  alle  fascie  mi  parve  non  poter  esser  altro  che  Tom- 
bra  del  1.°  Satellite  il  quale  si  movesse  dalla  parte  infe- 
riore della  sua  orbita,  in  riguardo  alla  terra,  verso  la  su- 
periore, ossia  da  oriente  a  occidente  ;  poiché  la  direzione 
del  moto  dell'ombra  segue  quella  del  moto  del  corpo  che 
la  proiella.  Tutto  ciò  potrebbe  facilmente  verificarsi  dalle 
tavole  dei  movimenti  del  l.**  Satellite  e  dai  luoghi  geocen- 
trici di  esso  e  di  Giove ,  ma  non  avendo  io ,  al  momento 
che  scrivo,  agio  di  eseguirne  il  calcolo,  mi  terrò  pago  alla 
verosimiglianza  del  mio  giudizio  alia  semplice  ispezion  del 
fenomeno  ;  donde  però  vien  confermato  che  può  sempre  , 
accadere  un  eclisse  di  Sole  simultaneamente  ad  uno  di 
Luna,  ed  ambo  visibili  allo  stesso  terrestre  osservatore. 

Mi  rivolgerò  infine  piuttosto  a  riflettere^  che  siccome 
neireffemeridi  astronomiche  si  trova  utile  ,  per  avvertirne 
gli  osservatori,  di  prenunciar  le  disparizioni  e  riapparizioni 
dei  Satelliti  di  Giove  ,  desumendole  dal  calcolo  delle  loro 
opposizioni  al  Sole  rispetto  al  pianeta,  cosi  mi  sembra  che 
tornerebbe  per  avventura  non  meno  utile  produrvi  pure  il 
calcolo  e  gli  annunzi  delle  congiunzioni  de'medesimi,  e  in- 
dicarvi quelle  che  recano  un  Eclisse  del  Sole  al  pianeta. 
Perciocché  osservate  queste  con  buoni  e  potenti  cannoc- 
chiali, oltre  al  nuovo  mezzo  di  corregger  le  tavole  dei  moti, 
potrebbe  venirne  l'occasione  a  qualche  novello  discoprimento 
inaspettato  ,  come  la  porsero  per  la  velocità  della  luce  le 
opposizioni  e  gli  eclissi  lunari  di  Giove. 
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IRtOfiNO   ALLfi   SUPERFICIE    LE    QUALI   DEFORMANDOSI 
RITENGONO  LE    STESSE   LINEE   DI   CURVATURA. 

01  C90A2XI  INBLVIIirO 

PROFESSORE  NELL*!.   R«  GINNASIO  LICEALE  ti  PAVIA ^ 

ì.  Le  X  ^  y  ^  z  j  coordinate  rettangole  d'una  superficie , 
siano  funzioni  di  due  variabili  jx,  v  tali  che  le  equazioni 
fi  =  cost ,  V  =  cost  esprimano  i  due  sistemi  di  linee  di  ear^ 
vatura.  Si  chiamino  m,  r  l'arco  ed  il  raggio  di  curvatura 
corrispondenti  alle  linee  v  =  cost  ;  e  si  chiamino  n  ^  f  le 
analoghe  quantità  per  le  linee  jx  =  cost.  Siano  aj  b^  e  i 
coseni  degli  angoli,  che  la  normale  alla  superficie  nel  punto 
di  coordinate  fx ,  v  fa  co'  tre  assi.  Infine  si  denotino  con 
apici  in  alto  le  derivate  prese  rispetto  a  ft  ;  e  con  apici 
in  basso  quelle  prese  rispetto  a  v.  Sussistono,  come  è  noto, 
le  sei  equazioni  seguenti 

n/^—  1        4'=—  L        c'=—  i 
r    '  r    '  r    ' 

> 

eliminando  dalle  quali  i  coseni  a,  i,  o,  si  deducono  le  tre 

'»'     !  (*  -  ;)>'.= »'(7).-  '.(7)'  • 


(7-7K=''(7),-(7)'- 


Siccome 


(  411  ) 
{2)        x'^^  y'*-^  ^"=  m'%    <-»-  y;-*-  «/=  n/, 

dalle  qaali 

^'<-*-  y'y'/-^  «'<=  ^^\  »  Vi"*"  y-y/"*"  *i*''==  **'**''  ^ 

inoltre 

^^i-+-  y'y^"*"  *'*!=  ^  J 

così ,  moltiplicando  le  (1)  ordinalamettte  dapprima  per 
x\  y\  V,  dipoi  per  a?^ ,  y^  ^<  »  ®  sommandole  s'ottengono 
le  due 

Deriyando  il  prodotto  —  ed  osservando  le  (3)  si  trovano 

r 
perciò,  ponendo  —  =  f >  saranno 

« 

/»'-  (log».*)'-  p  (log-^y .  />,= K***8i7)  ~  p*<'**«^"*"^'  • 

Si  formino  ora  i  due  valori  di  p\ ,  si  eguaglino  tra  loro, 
e  si  sostituiscano  nell'equazione  risultante  iuTece  delle  p', 
p,  i  rispettivi  loro  valori;  fatte  le  riduzioni  risulterà 

(4)  [(logmr,  -  (logm'),  (iofT^Jy 

-[(log^)'-  (logm"),(log«,»)']/> 
-^  (logn,)',  -  (logn/  (  log  — )  =  0. 
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Quesl*  equazione  serve  ad   esprimere  il  rapporto  de'  due 
raggi  di  curvatura  d'una  superficie  per  mezzo  degli  archi 

delle  linee  di  curvatura,  quando  sia  noto  il  volore  di   — 

rs 

formato  con  le  stesse  quantità.   Ora,  là  formola  di  Gauss, 

1 

la  quale  fa  conoscere  il  valore  di    —  in   funzione    deirli 

r$ 

archi  di  due  sistemi  qualunque  di  linee  esistenti  nella  su- 
perficie ,  diventa  nel  caso  in  cui  queste  linee  siano  orto- 
gonali tra  di  loro 

1  V„,  /,      \m'' 

(5) 


'/ 


rs  m\ 


2.  Per  quelle  superficie,  le  quali  deformandosi  ritengono 
le  stesse  linee  di  curvatura,  l'equazione  (4)  dev'essere  sod- 
disfatta da  sé  stessa  indipendentemente  dal  yalore  di  p  ; 
diversamente  il  rapporto  de'  raggi  di  curvatura  resterebbe 
costante  mentre  la  superficie  si  deforma.  Eguagliando  a  zero 
il  primo  ed  il  terzo  coeiBciente,  ed  integrando  le  equazioni 
risultanti,  s'ottengono 

(a)     (logm'),=  *(v)  ^  ,     (log«/=  hiix)  ^   ; 


ovvero 


— =^K »     — -  =  A 


n^  rs  m  rs 


ove  te  A,  h  sono  due  funzioni  arbitrarie,  l'una  di  jtx  l'al- 
tra di  V.  Ponendo 

log *=t    , 

rs 

la  (5)  diventa 

(h)  y-^  kt^-^  A'-+-  A^^  1  =  0  ; 

ed  eguagliando  a  zero  il  coefficiente  secondo  della  (4)  si 
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Ottiene 

(e)  t;—Ahke^=0. 

Le  equazioni  {b)j  {e)  non  possono  sussistere  contemporanea* 
mente  ;  difatto  si  derivi  la  prima  due  volte,  una  rispetto 
[i  ed  una  rispetto  a  v,  e  si  elimini  mano  mano  la  quantità 
ti  mediante  la  seconda;  risulterà 

Si  derivi  la  (e)  rispetto  a  jx  ,  e  si  eguaglino  tra  loro  i  due 

valori  di  t'\  ;  si  troverà 

« 

equazione  assurda  ,  come  insegna  la  (b).  Dunque  il  pro- 
blema non  ammette  soluzione,  ogni  qualvolta  le  A,  k  ab- 
biano entrambe  valori  differenti  dallo  zero. 

Si  ponga  A  :=  0  ,  e  la  prima  (a)  diventerà  m',  =  0  ;  la 
quale  inségna  che  le  linee  v  =  cost  s<»no  geodetiche  e  quindi 
piane.  Difatto  in  questo  caso  m' è  funzione  della  sola  jtx  , 
per  cui  denominando  X  Tarco  d'una  linea  qualunque  trac- 
ciata sulla  superficie  sarà 


/rfi»\'  ,  /dv 


\dV 


«■©"=•> 


la  quale ,  come  è  nolo  ,  insegna  appunto  che  le  y  ==  cost 
sono  geodetiche.  La  prima  (a)  e  la  (e)  integrata  forniscono 

m  fi 

(d)  fn'=X{ii),      — i  =  BHC(v)i 

ove  le  À,  B,  G  sono  funzioni  arbitrarie  delle  variabili  no- 
tate tra  parentesi.  In  seguito,  la  seconda  (a)  e  la  (b)  som- 
ministrano 

{e)        n,=  C/AAB(ifJL-h.D(v),    (AB)'-^B  =  0; 
ove  D  indica  una  nuova  funzione  arbitraria.  Si  scriva 
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E(ft) 

EV)   • 
0ye  E  denota  una  fnnzìonjB  di  fi}  b  si  facciano 

C  =  l  ,    AAB  — 1, 

il  che   equivale  a  sosti  taire  le  yarìabili  /Gify  ^  fhÉLBdp, 
alle  y  9  fjb.  Si  dedurrà  dalla  seconda  (e) 

B  =  r 

scrivendo  E  invece  del  prodotto  delia  stessa  E  per  una  co* 
stante  arbitraria;  quindi  saranno 

Queste  e  le  (3)  riducono  le  (1)  alle  seguenti 

da  cui 

I 

ove  le  §9  vij  Z  sono  funzioni  arbitrarie  di  v  tali  che  sod* 
disfacciano  l'equazione 

come  insegna  la  seconda  (2).  Infine 

ave  le  Uf  j6,  7  sono  funzioni  arbitrarie  di  (i  tali  ehe  sod- 
disfacciano l'equazioiio 

(*)    r-*-'j'-^'-^2(5ic'-H^/3'-^7'K«"-^/3"-^7"=  ^  » 
come  ioaegaa  la  prima  (2).  Affine  di  determinare  f  ueste  va- 
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rie  fanzioni  si  faccia 

e  si  deducano  dalla  {k)  le  seguenti 

Dovranno  essere 

ce' Y'— «' Y"=  0  »  /5"Y'-/S'V"p=  0  ,  («d^y-  8d'.>'"=  0  } 

da  cui 

{l)    (x=Gy^Hix-*-K  ,  ^=L7^MfiH-N  .  8*=2Py-^-Q'  • 

ore  Gy  H)  .  .  .  sono  costanti  arbitrarie  ;  quindi  la  (k)  si 
decomporrà  nelle  due 

(m)  (5-i-H)»-^-  (l^^M)*-4^^=Q^  G(§-^'HKL(>^^M>^— P. 

Ora  le  funzioni  §|  19,  §  si  determineranno  mediante  le  {g)f 
(m)»  le  funzioni  ocj  j3  mediante  le  due  prime  (l)y  e  le  fun- 
rioni  y{n)j  D(v)  rimarranno  arbitrarie  nelle  equazioni  (h). 
Moltiplicando  le  (h)  ordinatamente  per  G»  L,  1  e  som«^ 
mando  i  risultati,  si  trova 

Gj;-4-Lyw-jj=P|x-f-(G'H-L*-Hl)y-f-GK-HLN  ; 

la  quale  insegna  che  le  linee  di  curvatura  [i  =  cost.  sono 
situate  in  piani  paralleli  tra  loro.  Dunque  le  superficie 
espresse  dalle  equazioni  (A)  sono  le  stesse  considerate  da 
Monge  al  §XyiI  della  Application  de  VAnalyse  d  la  Gèo- 
nutrie  ;  anzi  le  (h)  contenenti  due  funzioni  arbitrarie  po- 
tranno aversi  come  Tintegrale  generale  dell'equazione  alle 
derivate  parziali  del  second'ordine,  la  quale  esprime  la  pro- 
prietà caratteristica  di  queste  superficie*  Le  {k)  moltipli- 
cate rispettivamente  per  |^ ,  19^ ,  ^^  e  sommate  danno 
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la  quale  manifesta  la  nota  proprietà  delle  medesime  super- 
ficie j  quella  cioè  d'avere  le  linee    di  curvatura  v  =  cost 
situate  in  piani  perpendicolari  ai  piani  delie  prime. 
Si  pongano  A  =  0 ,  A  ±=  0  ,  e  le  (a)  diventeranno 

m',  =  0,  <  =  0; 
quindi  si  dedurrà  dalla  (5) 

1-0. 

rs 

la  quale  esprime  la  proprietà  caratteristica  delle  superficie 
sviluppabili. 

Dunque  due  soli  gruppi  di  superficie  ritengono  defor- 
mandosi le  stesse  linee  come  linee  di  curvatura  3  cioè  le 
superficie  aventi  le  linee  di  curvatura  dell'un  sistema  si- 
tuate in  piani  paralleli,  e  le  superficie  sviluppabili. 

Pavia,  14  gennaio  185? 

N.B.  La  pubblicazione  degli  Annali  del  1856  eMendo  alquanto 
ritardala ,  ^  si  che  in  questo  fascicolo  del  Novembre  venga  pubbli- 
cata una  Memoria  con  la  dala  del  Gennaro  1857. 
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sull'  opera  del  sic.  flourens. 

DELLA   longevità'   UMANA  E    DELLA   QUANTITÀ'   DCLLA  VITA 

SUL  GLOBO 

ARTICOLO 

0EL  PBOV.  «•  POJV2I 


Nel  decorso  del  passato  anno  1856  (*),  comparve  in  Parigi 
la  terza  edizione  dell'opera  del  sig.  Floarens^  intitolata  Della 
longevità  umanaj  e  della  quantità  della  vita  sul  globo.  Io  son 
debitore  al  mio  distìnto  collega  ed  amico,  il  prof.  Volpi- 
celli,  della  lettura  di  questo  importante  libro.  Dedicato  sem- 
pre al  medesimo  genere  di  studi  ,  trascorsi  quell'  opera 
col  più  vivo  interesse  ,  tanto  per  lo  stile  semplice  e  can- 
dido con  cui  è  scritta,  quanto  per  ammirare  le  profonde  dot* 
trine  di  cui  è  ricolma.  Scopo  del.  lavoro  del  sig.  Flourens 
è  quello  di  far  meglio  conoscere  la  durata  dell'umana  vita, 
e  considerar  sotto  un  punto  generale  di  vista  la  quantità 
di  essa  e  la  sua  comparsa  sul  globo.  Ognun  sa  come  in 
tutti  i  tempi,  gli  uomini  presero  tale  interesse  a  conoscer 
la  vita,  che  lunghe  e  gravissime  questioni  si  agitarono,  ne 
mai  si  raggiunse  lo  scopo  di  risolverle,  perchè  i  filosofi  a 
seconda  del  proprio  modo  di  vedere,  giudicarono  diversa- 
mente della  vita  nelle  svariatissime  forme  sotto  <!(ui  si  ma- 
nifesta. Ma  dopo  le  grandi  scoperte,  che  che  tantio  onorano 
il  nostro  secolo,  somministrarono  una  più  esatte  idea  del 
creajo,  della  natura,  dei  suoi  esseri,  e  delle  leggi  che  l'ar- 
monizzano e  regolano ,  la  scienza  naturale  della  vita  can- 
giò in  qualche  parte  eziandio  d'aspetto:  molti  astrusi  pro- 
blemi furono  soluti ,  e  il  poter  contemplare  oggi  la  vita 
organica  sotto  un  punto  di  vista  ,  complessivo  e  generale, 
é  cosa  del  tutto  moderna  e  nuova.  Tale  è  il  pregio  dal- 
l') Questo  fascicolo  del  novembre  1856  viene  pubblicato  Del  Mar- 
zo 1857. 

Annah  di  SeiwkuMat,  «  Fit.T,  VII  novembre  1856  27 
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r  opera  del  sig.  Flourens  ,  di  cui  io  esporrò  in  breve  il 

contenuto,  e  ciò  facendo  mi  %i  renderà  opportuno  dire  al- 
cuna cosa  sullo  stato  prìmitiyo  dell'  organismo  ,  e  sol- 
r  analogia  delle  potenze  che  lo  dominano  con  quelle  del 
pianeta  a  cui  appartiene,  per  dimostrare  la  legge  di  natura 
unica  e  stabile:  le  quali  cose  mi  sembrano  non  discordare 
colle  teoriche  esposte  dal  chiarissimo  autore. 

Polendo  frattanto  mano  al  lavoro,  e  parlando  della  prima 
parte  di  queir  opera ,  il  sig.  Floarens  coasagra  un  intere 
capitolo,  a.  commentare  le  geata  del  probtotipo  della  sobrietà, 
il  celebre  Luigi  Comare  di  Venezia,  e  del  religioso  fiam- 
mingoLessio  suo  traduttore  e  imitatore,  a  fine  di  dimostrare, 
e  fissare  il  termine  saturale  della  umana  vita,  che  stabilisce 
ad  un  secolo,  come  termine  medio, .  sebbene  non  manchino 
esempi  di  vecchiezze  molto  più  avapcate:  esempi  rarissimi,  av- 
vegnaché la  maggior  parte  degli  uomini  sono  uccisi  dai  loro 
eostumi,  passioni,  e  disagi  della  vita. 

Stabilita  la  vita  secolare  dell'uomo,  passa  nel  secondo  capi* 
fole  a  parlare  della  vecchiaja,  considerandola  sotto  quattro 
.  differenti  aspetti,  fisiologico,  psicologico,  patologico,  ed  igie- 
nico. Fisiologicamente  parlando  la  vita  consiste  nello  svolgi- 
mento di  un  periodo  di  tempo,  durante  il  quale  l'essere  vi* 
vento  percorre  un  movimento  parabolico,  diviso  indne  metà 
una  ascendente,  discendente  l'altra,  che  a  lor  posta  sidividoae 
eziandio  in  due  metà,  in  guisa  che  tutto  il  periodo  vitale  viene 
costituito  di  quattro  diverse  età:  l'infanzia,  la  giovinezza,  la 
virilità,  e  la  vecchiaja.  Ciascheduna  di  queste  vengono  dalGh. 
A.  ulteriormente  ripartite  in  due,  da  cui  risultano  una  prima 
e  seconda  infanzia,  una  prima  e  seconda  giovinezza, una  prima 
e  seconda  virilità,  una  prima  ed  ultima  vecchiaja.  Le  pri- 
me due  età,  comprese  nel  periodo^asoendenle,  si  succedono 
ciascuna  di  10  anni  in  10  anni,  le  altre  spettanti  al  periodo 
discendente  di  15  in  15  ,  senza  peraltro  che  nelle  une  e 
nelle  altre  possa  scorgersi  una  linea  marcata  di  passaggio, 
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ma  si  succedono  sfumando  le  une  nelle  altre,  da  cui  risulta 
un  tutto  continuato  e  graduale.  Assegna  il  Oh.  A.  per  ca- 
rattere della  prima  infanzia  il  processo  di  dentittone,  e  per^ 
ciò  la  distingue  col  nome  di  periodo  dentario.  Nella  se- 
conda comprende  1'  adolescenza  ,  cui  si  annette  la  puber- 
tà, ed  ka  per  carattere  distintivo,  1*  incremento  del  corpo 
in  lunghezza.  Alla  prima  giovinezza  appartiene  lo  sviluppo 
4el  corpo  in  grossessa,  e  alla  seconda  il  perfezionamento  de- 
gli organici  tessuti,  e  perciò  detta  d'invigoraziene»  A  que- 
sto punto  tutto  lo  svMuppo  é  compilo,  e  il  coq» o  giunto  al 
massimo  della  sua  robusteaza  ,  che  si  mantiene  nelle  due 
età  Tirili ,  durante  le  quali  il  corpo  resta  nello  stato  sta- 
rionario,  fino  al  principiare  della  vecchiaja.  Nel  primo  pe- 
riodo di  quest'ultima  età,  incomincia  la  decadenza  del  coi^, 
coli'  esaurimento  delle  forze  soprabondanti  o  di  riserva  ; 
neli'  ultimo-  finalmente  il  logoramento  delle  forze  attive.. 
Tutto  questo  fasi  meglio  si  scorgeranno  nel  seguente  qua- 
dro sinottico. 


Età 


Infanzia 


Giovinezza 


Virilità 


(1.- 
42.» 


(1.- 
|2.' 

(1.- 


Vecchiaia    j  a\ 


Du- 
rata 


10 
10 

10 
10 

15 
15 

15 
15 


Anni 

di 
Vito 

10 
20 

30 
40 

55 
70 

85 
100 


Caratteri 


Dentizione 

Accrescimento  in  lunghezza 

Accrescimento  in  grossejcza 
Invigorazione 

Stoto  slaziwario 
Id. 

Esaurimento  delle  forze  di  rberya 
Esaurimento  delle  forze  attive 
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Ognuno  pnò  giudicare  quanto  vera,  retta,  e  filosofica  ^ia 
questa  maniera  di  distinguere  le  età  componenti  tutto  il  pe- 
riodo vitale  delFuomo;  essa  è  del  tutto  nuova  e  originale  del 
Signor  Flourens,  ed  io  stimo  abbiasi  immediatamente  a  so* 
stituire  a  quella  convenzionale  partizione  per  settenari,  che 
tuttora  si  mantiene  nelle  scuole:  miserabile  reliquia  di  vec- 
chi pregiudizi.  ' 

Dalla  parte  fisica  il  Ch.  À.  discende  alla  psicologica,  e 
passati  in  rivista  tutti  coloro  che  scrissero  sulla  vecchiaja, 
fa  rimarcare  qual  differenza  esista  fra  lo  svolgimento  del 
periodo  fisiologico  della  vita  ,  e  il  progresso  dello  spirito. 
Nel  primo  le  forze  organiche  crescono  e  decrescono,  nell'al- 
tro la  potenza  psicologica  sempre  più  aumenta  fino  ali*  ul- 
timo periodo  d'  esistenza.  V  esprit^  egli  dice  pag.  58  a  deux 
grandi  res$orU  d*  action:  V  attention^  et  la  réfUxion.  Dans  la 
jeunessey  V  attenttonj  v%v$y  mobile^  toujours  presseéj  se  répand 
sur  taut}  mais  la  réflexion  manque.  Dans  V  àge  mury  V  at- 
tention  et  la  réflexion  s' unissent  ensemble^  et  e  est  ce  qui  fait 
la  force  de  Vàge  mi^r,  Dans  la  vieillesscy  V  attention  fuitj 
mais  la  réflexion  s*accroit}  la  vieillesse  est  Vdge  où  le  coeur 
humain  se  replie  sur  lui^-merncy  et  se  sait  le  mieux. 

Nello  studio  patologico  della  vecchiaja,  il  sig.  Flourens 
distingue  cogli  antichi  filosofi  le  forze  in  riserva  dalle  o^- 
tivcy  come  presso  gli  antichi  medici  le  forze  oppresscy  daUe  ri- 
solutCj  l'oppressione  dalla  risoluzione  delle  forze.  Dans  les 
maladies  de  la  jeunessCy  pag.  64,  le  cas  dominant  est  VOP- 
PRESSION  des  forccs  ;  et  e'  est  alors  qui  faut  saigner  :  d 
rnensure  che  le  sang  coule  les  forces  opprimées  se  reUvent. 

Dans  les  maladies  de  la  vieillesse  le  cas  dominanty  est  la 
HESOLUTtON  des  forcesy  et  e'  est  alors  gu  il  faut  èviter  , 
da  moins  en  généraly  d*  employer  la  saignèe.  Queste  verità 
frutto  di  una  gran  cognizione  della  vita  ,  sono  corrobo- 
rate da  sentenze  ed  esempi  dei  più  valenti  autori,  dimo* 
strami  le  vaste  cognizioni  dell'  Autore. 
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Finalmente  snl  metodo  per  ottenere  V  intero  sviluppo 
▼itale,  egli  dice,  pag.  66,  Le  chapUre  de  Vhygiene  sera  tou" 
jours  le  chapitre  le  plus  important  d^  un  livre  sur  la  vieti" 
lesse  y  et  V  article  de  la  longevité  sera  toujourB  t  article  le 
plus  interessani  de  ce  chapitre.  Dimostrata  questa  importanza^ 
il  Gh.  À.  Tiene  alle  regole  per  raggiangerne  il  fine ,  le 
qnali  sono:  pag.  67  1.^  Saper  d' esser  vecchio:  2.^  Cono-» 
scere  se  stesso  :  3.^  disporre  convenientemente  la  vita  ahi-* 
tualei  4.*  Combattere  tutte  le  malattie  dalla  loro  origine.  Con 
queste  quattro  regole  salutari,  quanto  si  vivrà?  On  ne  vi-^ 
vrà  pas  plus  que  sa  vie,  pag.  69;  mais  on  vivrà  toute  sa  vie, 
e*  est-'C^dire  tout  ce  que  permet  d*  espèrer  la  costitution  par* 
ticuliére  de  chaque  iudividu^  combinée  avec  les  lois  genérales 
de  la  constitution  de  V  éspece. 

In  conseguenza  di  sifatta  deduzione  vien  fuori  uu  que- 
sito :  qual'  è  dunque  la  durata  naturale  e  normale  della 
vita  umana?  Questo  quesito  si  propone  il  Gh.  À.  nel  terzo 
capitolo  della  prima  parte,  e  a  rispondervi  pone  per  base 
che,  tout  dans  Veconomie  animale^  est  soumis  à  des  lois  fixes^ 
pag.  71.  La  durata  della  vita  può  essere  giudicata  storica* 
mente  e  fisiologicamente.  Dopo  aver  esaminato  tutto  ciò  che 
si  osservò  nello  stato  selvaggio,  e  che  pochi  in  quello  stato 
arrivano  alla  morte  naturale ,  essendo  quasi  tutti  vittime 
dei  disagi,  e  dei  pericoli  in  cui  si  trovano,  dimostra  chia* 
ramente  che  la  durata  naturale  della  vita  non  dipende  da 
cause  esterne ,  ma  dall'  intima  costituzione ,  e  da  virtù 
intrinseca  dell'  organismo.  Il  Gh.  A.  riporta  la  defini- 
zione della  rifa  di  Guvier,  la  commenta,  e  ne  deduce  che 
il  periodo  vitale ,  nelle  diverse  specie ,  viene  indicato  dal 
più  o  meno  rapido  accrescimento  del  corpo,  e  perciò  trova 
giusta  r  osservazione  di  Buffon,  che  il  periodo  di  gestazione 
é  in  ragione  diretta  della  longevità.  Stabilisce  -  quindi  die^ 
tro  le  sue  proprie  esperienze,  che   il  segnale   di   un  com- 
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pìuio  accrescimento  o  syilappo  del  corpo,  è  la  rianione  delle 
ossa  alle  loro  epifisi,  e  ne  riporta  moltissimi  esempi,  spe- 
cialmente nei  mammiferi,  come  i  più  prossimi  all'  uomo,  e 
fra  questi  alcnni  arridati  anche  al  doppio  detrordinario  pe> 
riodo.  Ciò  che  poi  è  singolare ,  il  Ch.  A.  rimarca  che  la 
doppia  infanzia  cioè  20  anni ,  moltiplicati  per  5  danno  il 
numero  di  100.  o  il  totale  ordinario  della  vita  umana,  am- 
messo da  Baller  e  da  BnSbn.  Peraltro  insegna  T  esperienza 
che  nella  classe  dei  mammiferi,  dove  meglio  si  osseryò,  b 
Tita  straordinaria,  o  quella  che  oltrepassa  il  secolo;  può  pro- 
trarsi fino  al  doppio,  la  qual  cosa-  non  è  bastante  a  quietare 
Io  spirito  umano:  tanto  è  Tinnato  desiderio  del  Ti^ere  una 
lunga  vita. 

Se  non  leggiere  sono  le  questioni  trattate  nella  prima 
parte  deir  opera  del  sig.  Flourens  ,  gravissime  e  profonde 
risultano  quelle  agitate  nella  seconda  e  terza  parte  delP  opera 
istessa.  Neirintraprendere  a  parlare  della  quantità  della  vita, 
e  della  sua  apparizione  sul  globo,  io  vorrei  esordire  con 
un  quesito:  dove  h  tn^a  la  mèo?  Ad  una  tal  domanda  tutti 
mi  rispondono ,  essere  essa  giacente  su  tutta  la  superficie 
del  pianeta  terrestre,  a  modo  di  un  grande  involucro  che 
tutto  lo  riveste,  che  si  solleva  sfumando  nell'  atmosfera  fino 
ad  una  certa  altezza ,  come  si  abbassa  fino  ad  una  certa 
profondità  nei  mari;  e  che  sulla  superficie  dei  continenti, 
o  non  penetra  affatto  o  cosi  poco,  da  considerarla  come  sem- 
plicemente distesa.  Du  questa  generai  diffusione  della  yita 
svlfe  terra,  io  credo  che  a  buon  dìritto>  pessa  argomentarsi, 
costituire  non  solo  una  parte  integrale  di  essa  terra,  ma 
eziandio  essere  subordinata  o  partecipare  alle  influenze  della 
legge,  che  goTerna  lo  stesso  pianeta;  imperocbe  niènte  d'inu- 
tile usci  dalle  mani  del  Creatore,  ma  tutto  armonizzato  e  con- 
nesso^ Newton  «dice  il  sig. Flourens  »  dimoeirenfaDio.  La  legge 
unica  che  presiede  a  tutti  i  corpi  delV  universo  gli  rivelava 
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Dio,  t  V unità  di  Dio.  Se  dunque  gli  esseri  organizzati  sono 
corpi  dell'  uniyerso,  se  formano  parte  integrale  dèi  globo: 
se  la  legge  di  natura  è  unica ,  semplice  ,  universale^  «nvo- 
riabile^  coayien  credere  che  gli  effetti  di  questa  devon^i  ri- 
sceoCrare  nei  loro  organismo  medesimo,  e  nel  loro  movi* 
mento  ritale. 

A  questo  primo  quesito  ne  succede  no  secondo;  lo  sirata 
di  vita  avvolgente  il  globo  è  egli  omogeneo  ?  E  qui  ancora 
tutti  rispondono  di  no;  ma  che  si  compone  di  un  numero 
infinito  d'indÌTÌdtti  di  srariatissime  forme,  iu  ciascuno  dei 
qaali  si  ripete  il  fenomeno  della  yita  ,  consistente  in  un 
movimento  determinato  nei  confini  di  una  parabola  ^  du- 
rante il  quale  V  essere  chiamato  a  compierlo  si  mantiene 
nello  siato  di  composizione ,  e  dopo  averlo  trasmesso  ad 
altri  individui,  declina,  e  muore,  o  si  arresta,  colla  decom- 
posizione e  dissoluzione  del  -corpo.  E  qui  possiamo  altresì 
dedurre  un'altra  conseguenza  :  che  se  la  legge  di  natura 
si  fa  sperimentare  isolatamente  in  ciascuno  di  essi,  in  cia- 
scuno di  essi  devesi  rinvenire  analogia  ;  laonde  lo  stessa 
modo  di  agire,  gli  stessi  risultati  che  si  osservano  nel  globo, 
e  negli  altri  corpi  celesti.  In  questa  guisa  nella  sua  eco- 
nomia la  natura  non  ripete  che  se  stessa;  e  perciò  gli  es- 
tserì  organizzati  potrebbero  essere  considerati  in  certo  modo 
come  tanti  satelliti  parassiti  e  sedentari ,  componenti  uno 
speciale  sistema  terrestre:  vecchia  idea ,  giacché  vi  furono 
già  dei  filosofi  a  cui  non  dispiacque  considerar  l'uomo  quale 
un  microcosmo  ,  e  la  tèrra  quale  un  essere  organico  vivente 
a  grandi  dimensioni. 

A  dire  il  vero  ,  non  vedo  tanto  assurda  questa  idea,  io* 
vi  trovo  una  eerta  analogia ,  se  non  nelle  forme  esterne , 
almeno  nelle  interne  disposizioni  ^  fra  un  essere  organico 
vivente  nel  suo  stato  primitivo  o  più  semplice,  e  un  corpo 
celeste.  Quelle  masse  di  trama  organica  vivente,  che  non 
hanno  alcuna  determinata  forma,  e  perciò   chiamate,  oiit- 
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mali  amorfi,  omogenee  su  tutti  i  punti  per  ammettere  una 
riproduzione  per  laceramento  o  scissura  ,  non  potrebbero 
rappresentare  quelle  nebulose  non  ridotte,  che  sotto  la  fog- 
gia di  stracciate  nuvolette,  splendenti  di  una  luce  pallida 
e  lattiginosa,  costituite  di  materia  cosmica  omogenea,  sem- 
brano negli  spazi  incommensurabili  del  cielo  attendere  quei 
fiat  incomprensibile,  per  il  quale  la  materia  ponderabile, 
chiamata  attorno  un  centro  di  attrazione  assume  la  forma 
sferica  ?  Similmente  qual'è  la  foitea  primitiva  organica  se 
non  la  sfera?  la  quale  chiaramente  scorgesi  in  molti  de- 
gli esseri  più  semplici,  e  sempre  trasparisce  attraverso  quel- 
Tinfinità  di  forme  secondarie  che  offrono  le  più  avanzate 
organizzazioni. 

A  dimostrare  questa  verità,  prendete  un  animale  qualun- 
que anche  il  più  complesso  ^  e  sia  pur  Tuomo  stesso ,  ti- 
rate fuori  del  suo  corpo  quei  .rovesciamenti  della  pelle  che 
ne  costituiscono  i  visceri  o  gli  organi  delle  funzioni  vege- 
tative (rientramento  digestivo,  respiratorio,  e  genito-uri- 
nario),  voi  avrete  per  risultato  un  sacco  cutaneo,  fornito 
di  tante  appendici,  ciascuna  delle  quali  destinata  a  servire 
d'istromento  ad  uffici  diversi,  e  dentro  del  quale  non  re- 
steranno che  i  tre  grandi  elementi  necessari,  costituenti  al- 
trettanti sistemi  :  1/  il  cellulare  rappresentante  la  trama 
organica  analoga  a  quella  degli  animali  amorfi,  ancor  esso 
amorfo  per  esser  adatto  ad  assumere  una  forma,  tosto  che 
viene  chiamato  a  riparare  o  riprodurre  i  tessuti  organici. 
2.^  Il  vascolare  o  doppio  sistema  raggiato  di  canali  ;  uno 
che  va  dalla  periferia  al  centro,  (il  venoso  o  di  assorbimento): 
r  altro  dal  centro  alla  periferia»  (rarterioso  o  di  esalazione), 
entro  i  quali  scorre  il  liquido  nutritivo,  o  mantenitore  del- 
r  organismo.  S.**  Il  nervoso,  ancor  esso  raggiato,  e  costituito 
di  cordoni,  che  si  accompagnano  coi  vasi,  e  sui  quali  tra- 
scorre r  imponderabile  eccitatore  della  vita  organica  ,  o 
principio  motore  di  tutta  macchina. 
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Ma  non  basta.  Supponete  che  tutte  quelle  appendici  del 
sacco  dermoide  si  raccorcino  fino  alla  superficie  da  ctii  si 
spiccano,  e  che  quella  linea  costituente  Tasse  del  corpo,  pari- 
menti si  restringa  ad  un  punto  centrale,  conducendo  seco  tutti 
gì*  interni  sistemi.  Ecco  che  di  tutta  quella  organizzazione 
voi  avrete  formata  una  sfera  senza  perder  niente  :  la  cui 
esterna  superficie  sarà  tutta  divisa  in  sezioni,  a  ciascuna  delle 
quali  corrisponde  una  funzione  vitale  diversa.  Ecco  che  tutto 
l'interno  di  questa  sfera  risulterà  da  un  irraggiamento  va- 
scolare e  nervoso,  nuotanti  nella  massa  cellulare  che  la  ri- 
empie, a  raggi  eguali,  ciascuno  dei  quali  corrispondente  ad 
una  delle  frazioni  della  superficie  sulla  quale  termina. 

Ne  basta  ancora:  supponete  che  quelle  esterne  funzioni 
cessino  di  essere  localizzate,  e  tutte  si  fondino  in  guisa  , 
che  da  tutti  i  punti  della  superficie  si  assoi^ba  e  si  esali.  In 
questa  maniera  voi  avrete  un  corpo  organico  ridotto  alla 
più  grande  semplicità,  voi  lo  avrete  ricondotto  alla  forma 
primitiva  ,  quale  risulterebbe  se  negli  animali  amorfi  la 
vita  si  concentrasse  in  un  punto,  attorno  cui  si  agglome- 
rasse tutta  la  massa  del  loro  corpo  per  prendere  la  forma 
sferica.  Ora  qual  differenza  corre  fra  un  corpo  organico  in 
questo  stato,  e  un  corpo  celeste?  Negli  uni  e  negli  altri  la 
materia  ponderabile  è  agglomerata  da  una  forza  di  attra- 
zione raggiante,  mercè  la  quale  ne  risulta  la  forma  sferica. 
Ma  questo  corpo  non  potrebbe  .mantenere  quel  movimento 
intestino  in  che  consiste  la  vita ,  se  la  sua  attrazione  non 
fosse  contrabilanciata  colla  ripulzione,  o  contraria  potenza, 
la  quale  mantenuta  nelF  equilibrio,  permette  alle  molecole 
sospese  di  muoversi  nella  direzione  raggiata,  colla  quale  agi- 
scono le  forze  istesse. 

EgU  è  chiaro  da  ciò,  che  un  tal  moto  intestino  non  po- 
trà mai  effettuarsi  nei  corpi  solidi,  ma  solo  nei  fluidi,  in 
quelli  cioè  tenuti  nello  stato  di  mobilità,  in  virtù  del  calo- 
rico latente.    E  chiaro  altresì   che  nella    formazione   della 
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sfera  la  materia  ponderabile  attratta,  deve  condensarsi  dalla 
periferia  al  centro,  ed  ecco  sprigionamento  della  materia 
imponderabile,  non  soggetta  al  dominio  dell'attrazione,  ecco 
perdita  di  calorico  cbe  si  fa  raggiante,  come  avviene  sem- 
pre, allorché  un  corpo  liquido  passa  al  solido.  Da  ci6  ne 
consegue,  che  Tessere  risultante  è  sempre  spinto  a  perdere 
il  calorico  e  solidificarsi.   Cosi  ci  facciamo  ragione  come 
neirinterno  della  sfera,  costituita  di  massa  elementare  or» 
ganica,  yengano  a  comparire  i  rudimenti  degl'organi  easen-- 
zialmente  yitalì,  cioè  quelli  che  più  direttamente  debbono 
compiere  le  necessarie  funzioni.  Cosi  fediamo  cbe  al  primo 
addenzamento  della  superficie,  o  alla  formazione  del  sacco 
dermoide,  corrispondente  alla  crosta  solidificala  delia  terra, 
immediatamente  succede  il  processo  formativo  dei  vasi  o 
canali  conducenti  il  principio  nutritivo,  onde  sia  mantenuto 
r  equilibrio  fra   V  attrazione  e  la    ripulzione ,   conosciute 
con  linguaggio  fisiologico,  coi  nomi  di  assorbimento  e  di  esa* 
lazione.  Ecco  la  duplicità  di  questi  sistemi,  e  la  loro  forma 
raggiata,    ecco  le  azioni  e  reazioni   fra  la  superficie  ed  il 
centro,  come  avviene  della  terra,  ecco  il  meccanismo  della 
nutrizione,  e  il  perenne  rinnovamento  di  tutto  intero  il  corpo 
veduto  già  da  Leibnìtz,  e  proclamato  da  Cuvier  nella  de- 
finizione della  vita,  riportata  dal  sig.  Flourens,  pag.  50.  Dan$ 
les  carpi  vivants ,  attcune  moheule  ne  re$t  en  pltMce  ;  touUi 
entrefiÈ  ,  et  iortent ,  $ucce$$ivement;  la  vie  esl  un  towrbilhn 
continuHy  doni  la  direction  toute  compliqueé  qu*  elle  esl,  de-- 
meure  toujour$  constante.  Da  cui  deriva  quel  mutamento  con* 
tinuo  di  molecole  componenti  il  corpo,  senza  che  questo 
cambi  di  forma ,  paragonato  da  alcuni  vecchi  fisiologi  ri- 
cordati dal  sig.   Flourens ,  al   famoso  vascello  di  Teseo , 
pag.  48  ,  qui  était  toujoure  le  mime  tfaiue  au  ,  quoique  , 
à   force    d*  avoir  Uè  rèparè ,  il  n*  eia  plus  une  eeule   dee 
piéces  qui  avaient  servi  è  li  construére.    Tali  dottrine  mi- 
rabilmente vengono  trattate  dal  chiarissimo  autore  ,  a  di- 
mostrare come  si  opera  la  vecchiaja,  le  quali  meritano  di 
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esser  lette,  giacché  yengono  corroborate  da  perimenti  da 
esso  istitaiti.  Ma  questi  movimenti  potrebbero  darsi  senza 
il  principo  motore?  Certamente  che  nò.  L'impoderabile  bio- 
tico o  Snido  nerveo,  che  ora  ci  si  offre  sotto  forma  di  luce 
negli  animali  fosforescenti,  ora  sotto  quella  di  calorico,  ne- 
gli animali  a  sangue  caldo,  ora  sotto  quella  di  elettrico  , 
nelle  torpedini,  ma  che  in  sostanza  poco  o  nulla  conosciamo: 
questo  ministro  del  primo  Motore,  è  l'elemento  stimolante  o 
eccitatore  dell'organismo  al  compimento  delle  sue  azioni.  Im- 
perocché negli  esseri  organizzati  si  diffonde  a  tutte  le  parti 
del  corpo,  coirirraggiamento  del  sistèma  nervoso,  sempre 
accompagnato  coi  vasi,  quale  animatore  dell'elemento  man^ 
tenitore  dell'organismo,  o  il  sangue. 

Un  corpo  organico  elementare,  costituito  cosi  nella  sua 
forma  primitiva,  deve  essere  animato  da  un  movimento  di 
vita,  eguale  in  ciascun  dei  raggi,  da  cui  risulta  la  regola- 
rità della  forma.  Da  ciò  prende  principio  la  dottrina  degli 
analoghi,  professata  dalla  scuola  di  Geoffroy  de  Saint-Htiaire. 
La  tendenza  peraltro  di  questa  sfera  a  rendere  sempre  più 
stabile,  e  consisteiite  il  suo  organismo,  la  mettono  in  uno 
stato  di  disperzione  calorìfica  incessante  e  continua.  In  questo 
consiste  tutto  lo  svolgimento  del  periodo  vitale,  o  di  esistenza; 
giaòché  se  facciamo  un  confronto  fra  un  individuo  nello 
stato  di  germe,  con  uno  giunto  a  morte  naturale  per  de* 
crepilezza  ,  noi  osserveremo  nel  primo  risultare  più  parti 
liquide  che  solide,  all'opposto  nell'altro  più  solide  che  li- 
quide. Carpora  non  agere  nisi  ioluia  ;  vecchio  assioma  che 
ci  dimostra  che  solidificato  il  corpo,  coll'irrigidimento  dei 
tessuti ,  questi  non  prestandosi  più  ad  agire  negli  organi , 
il  movimento  si  deve  lentamente  estinguere ,  come  ben  si 
scorge  dal  quadro  delle  diverse  età,  fatto  dal  sig.  Flourens, 
dove  tutto  si  ammira  l'andamento  del  vital  periodo.  Una 
tale  differenza  di  stato  chiaramente  indica,  che  la  vita  con- 
siste essenzialmente  nel  passaggio  graduale,  più  o  meno  lento 
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del  liquido  al  solido,  ovvero  in  un  raffreddamento  del  orga- 
nismo. Questo  movimento  non  è  retto ,  ma  parabolico  : 
ascenderà  sempre  più  nella  formazione  degli  organi,  e  nel 
loro  vigore  sempre  crescente,  quindi  resterà  stazionario  per 
alcun  tempo,  poi  declinerà  per  gradi,  di  mano  in  mano  che 
si  perdono,  prima  le  forze  di  riserva,  poi  le  attive,  fino  a 
che  per  siffatte  deficienze  di  azione,  solidificati  i  tessuti  or- 
ganici, illanguidisce  il  movimento,finalmente  tutto  si  estingue 
colla  morte  naturale.  La  vie  est  un  mouvement^  dice  il  sig. 
Flourens,  pag.  47.  Le  principe  de  la  vie^  quelle  quen  soit 
la  nature,  est,  éminemment  et  visiblement,  un  principe  d*eX' 
citationy  d\mpul8Ìon,  une  force  motrice,  che  spinge  il  corpo 
attraverso  tutte  le  fasi  delle  età,  e  a  compiere  tutto  il  pe- 
riodo di  sua  esistenza.  Ma  di  grazia,  un  processo  dì  questa 
natura,  non  si  osserva  eziandio  nella  vita  planetaria?  Da  tutti 
oggi  si  ritiene  per  dimostrato  a  rigore  matematico,  che  la 
terra  fu  un  dì  liquida,  per  fusione  ignea,  e  che  tuttora  va 
percorrendo  un  periodo  di  raffreddamento.  Ciò  basta  a  com- 
prendere quale  sarà  la  sua  fine:  vale  a  dire  un  totale  spri^ 
gionamento  di  calorico,  una  completa  solidificazione ,  una 
lenta  morte;  come  sembra  sia  già  avvenuta  alla  luna  come 
corpo  più  piccolo,  *e  meno  denso. 

Se  tutto  ciò  é  vero,  a  me  sembra  che  la  definizione  della 
vita  data  da  Guvier  risulti  incompleta,  avvegnaché  accenna 
soltanto  agli  atti  immediati  per  cui  si  compie,  e  non  alla 
causa  che  li  determina.  Io  v'indicherei  anche  questo  pas- 
saggio dallo  stato  liquido  al  solido,  o  il  raffreddamento  vi- 
tale, come  causa  immediata  dei  fenomeni  delle  diverse  età, 
ed  effetto  immediato  della  forza  di  eccitamento  o  principio 
motore  incomprensibile. 

Si  avverta  che  la  riferita  definizione  della  vita  si  appar^ 
tiene  alla  vita  organica  ,  alla  vita  che  conviene  a  tutti  i 
viventi,  a  quella  vita  che  a  giudizio  di  tutti,  abbiamo  comune 
co\ege  labili. 
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Si  avverta  eziandio  che  noi  abbiamo  esposto  alcune  ana- 
logie fra  i  corpi  organizzati  e  i  corpi  celesti  iuioruo  alle 
quali  lasciamo  il  giudizio  ai  savi  ed  istruiti  lettori,  ma  non 
intendiamo  di  attribuire  ai  corpi  celesti  nei  movimenti 
spontanei  né  sensibilità,  né  anima  e  molto  meno  anima  ra- 
gionevole, spirituale  e  immortale  come  la  nostra. 

Ancbe  da  ciò  prescindendo,  non  deve  credersi  che  le  ac- 
cennate analogie,  abbiano  tale  estensione  da  non  presentare 
altre  differenze:  Purtroppo  ne  esistono,  anche  gravissime,  fino 
a  mascherare  la  verità  delle  esposte  dottrine.  E  primieramen- 
te se  ne  offre  una  sensibilissima  fra  il  pianeta,  e  gli  esseri  or- 
ganizzati, nell'essere  privi  questi  di  rotazione.  Taluno  potreb- 
be chiedere:  se  gli  esseri  organizzati  che  si  muovono  nell'e- 
quilibrio, fra  le  due  forze  contrarie  di  attrazione  e  rìpulzio- 
«e,  come  la  terra,  perché  non  si  rivolgono  attorno  il  proprio 
esse  come  quella  ?  e  come  mai  può  svilupparsi  la  seconda 
forza  per  fare  opposizione  alia  prima  ?  A  me  sembra  che 
questi  problemi  possano  sciogliersi  coll'esempio  delle  stelle 
binarie,  le  quali  girano  attorno  ad  un  centro,  vuoto  da  qua- 
lunque corpo  ruotante.  Dunque  a  produrre  la  ripulzione 
non  é  necessario  un  corpo  materiale  che  ruoti  attorno  se 
stesso.  La  ripulzione  può  esistere  da  se,  senza  essere  pro- 
dotta ,  vale  a  dire  fu  creata  da  Dio  per  controbilanciare 
Tattrazione.  Se  esiste  da  se  perché  non  riconoscerla  nei  corpi 
viventi,  senza  chiedere  il  soccorso  della  ruotazìone?  Con- 
cepito il  meccanismo  della  vita  ,  non  si  scorge  che  essa  è 
una  conseguenza  necessaria  dell'attrazione  ? 

Siegue  un'altra  differenza  nell'infinito  numero  di  forme 
svarialissime,  che  offrono  gli  esseri  organizzati,  in  confronto 
colla  terra,  la  quale  mantiene  sempre  la  forma  sferoidale,  o 
di  un  globo,  come  tutti  gli  altri  corpi  celesti.  Qui  devesi 
notare  come  le  forme  organiche,  quantunque  multiple,  non 
alterano  o  distruggono  punto  le  sopraccennale  analogie.  E 
siccome  in  tutti  si  compiono  quelle  stesse  azioni  necessarie 
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alla  loro  esistenza  ;  cosi  le  forme  or(^niciie  non  «odo  che 
forme  secondarie,  derivate  dalla  sfera  elementare  coomne  a 
tvtti)  come  fra  poco  diremo.  Laonde  io  crederei  pinttosla 
che  il  g^o  terrestre,  e  tnUi  gli  altri  cor{)i.  sferici  che  ti 
trovano  Deirimmensità  dell^  spazio^  siano  esseri  cneatì  salto 
TinDuenza  di  una  medesima  legge^  come  tniti  gli  aUri,  so- 
lamente arrestati  nella  lor  forma  primitiva,  menare  gii  jut- 
ganici  sono  passati  alle  secondarie,  o  alla  modificazioBe. 

Dna  terza  differenza,  è  quella  della  composizione  della 
materia.  Le  combinazioni  chimiche  della  materia  inorganica 
e  minerale  sono  quasi  sempre  binarie  ,  raramente  di  tre 
elementi,  rarissime  di  quattro  :  quelle  bell'organica  vanno 
sempre  al  di  là  del  nùmero  dì  qiteste.  Gii  elementi  |»erd 
sono  identici ,  e  ciò  basta  a  provare  nwi  sdo  che  gli  es* 
seri  organizzali  sono  parte  integrale  dì  un  tutto  ;  ma  al- 
tresì una  certa  maniera  speciale  di  agire  detreleiiMiiio  vi* 
tale,  per  cui  modificandosi  le  chimiche  affinità,  i  composti 
risultano  di  un  maggior  numero  di  elementi.  Una  tal  diffe- 
renza nell'azione  sulle  molecole  ,  associata  alla  differenza 
nelle  forme  esterne  che  offrono  gli  «sseri  organizzati,  sempre 
dipendenti  dalle  forme  interne,  piuttosto  che  opporsi  ad  un 
principio  unico,  mi  sembra  che  accennino  ad  una  diversa 
maniera  di  comportarsi  del  elemento  vitale,  più  semplice 
nel  pianeta,  in  modo  più  complesso  negli  esseri  organici  vi* 
vienti  ;  senza  però  deviare  dal  fine  stabilito  dal  CreatCNre  : 
vale  a  dire  negli  uni  e  negli  altri  ha  caminato  con  passo 
diverso  su  di  una  medesima  scala,  per  raggiungere  un  me- 
desimo fine.  Io  non  intendo  peraltro  che  i  minerali  vengano 
presi  isolatamente,  per  essere  confrontati  coi  corpi  viventi^ 
come  fin  qui  si  è  fatto  nelle  scuole,  giacché  quelli  non  sono 
ohe  minime  frazioni,  divelto  dal  corpo  a  cui  appartengono. 
Io  voglio  considerare  i  ipinerali  nella  loro  composizione 
planetaria  a  cui  sono  destinati  ;  voglio  cioè  fare  un  con* 
fronte  fra  tutta  la  loro  massa^  e  1'  essere   organizzato.   In 
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questa  Bianiera  io  vedo  che,  sebbene  il  Dumero  degli  ele^ 
menti ,  combinati  per  semplice  legge  di  affinità  chimiche 
ordinarie,  d  più  piccolo;  il  numero  delle  combinaxioni  è  di 
gran  lunga  più  grande,  da  cui  risulta  quello  stuolo  infinito 
di  minerali  diversissimi,  che  riempiono  gli  zaffali  dei  no* 
nostri  musei.  Al  contrario  la  maggior  conoonrensa  degli  ele- 
menti a  formare  un  composto  organico,  ha  un  numero  di  com- 
binazioni più  limitato.  In  questa  guisa  trovo  una  compen-* 
sazione  fra  gli  uni  e  gli  altri,  compensazione  che  mi  avrà* 
torà  l' idea  di  una  semplice  differenza  nella  maniera  d' a- 
gire,  non  nell'essenza,  perché  i  fenomeni  nella  durata  della 
loro  esistenza  sono  'a  naloghi*  £  siccome  la  modificazione  non 
può  distruggere  la  legge,  così  concludo  che  questa  é  unica» 
e  universale  per  tutti  gii  esseri. 

Una  quarta  differenza  che  mostrano  gli  esseri  viventi  col 
pianeta  terrestre,  é  quella  della  generazione  o  della  ripro- 
duzione individuale ,  onninamente  negata  alla  terra.  Se  la 
vita  è  parte  integrale  di  essa,  come  già  si  disse:  se  la  vita 
si  fraziona  negU  esseri  organici,  e  questi  la  ritengono  gU 
uni  indipendentemente  dagli  altri,  cioè  ognuno  di  loro  è  un 
essere  distinto,  un  microcosmo;  se  questi  esseri  infinitamente 
più  piccoli  hanno  una  vita  loro  proporzionata:  cioè  percorro- 
no un  periodo  molto  più  breve;  egli  è  certo  che  se  non  fos- 
sero stati  perennemente  rinnovati,  il  globo  presto  si  sarebbe 
trovato  privo  di  una  sua  parte  integrale.  E  qui  è  d*  ammi- 
rarsi la  magnificenza  del  sommo  Fattore,  nell'aver  disposto 
quella  mirabile  successione  d' individui,  depositari  precari 
del  movimento  vitale,  nei  quali  la  vita  non  nascendo  che 
dalla  vita ,  questa  si  continua  in  ogni  specie  creata ,  e  si 
mantiene  pel  grande  equilibrio  del  globo  a  cui  appartiene, 
e  perciò  concorre  all'  armonia  di  tutto  il  creato.  U  sig.  Flou- 
rens  chiaramente  ci  dice  pag.  3.  La  premere  loi  de  la  vie 
est  la  lui  de  eoniinmté.  La  vie  ne  nait  que  de  la  vie.  Toni 
étre  vivant  vieni  d*un  paren$.  La  suecession  dee  individue  nés 
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Us  uns  des  autres  ,  est  V  espéce  :  ed  altrove.  La  vie  ne  te 
forme  pas  pag.  162.  ne  recomencepas  avecchaque  nouvel  tu* 
dividu ,  chaque  nouvel  éire.  La  vie  ne  commence  qu*  avee 
Vespéce.  A  compter  du  premier  étre  créé  de  chaque  espeee 
la  vie  ne  se  forme  plus:  elle  se  continue.  Se  dunqoe  la  tìU 
é  continuata  nella  specie,  la  generazione  è  tutta  individuale; 
è  un  mezzo  per  ottenere  questa  continuità,  la  qual  cosa  con- 
ferma r  intimità  col  pianeta ,  e  perciò  colle  leggi  che  lo 
regolano. 

Il  numero  infinito  delle  forme  secondarie  che  offrono  i 
corpi  viventi,  si  risolvono  in  tanti  tipi,  o  modelli  di  orga- 
nizzazione diversa,  dalla  natura  sapientemente  stabiliti,  per 
raggiungere  in  ciascuno  un  diverse  grado  di  squisitezza  o 
perfezionamento  nelle  analoghe  funzioni  che  tutte  esegui- 
scono. L'  estenzione  maggiore  o  minore  peraltro  dì  siffatte 
facoltà  non  escono  mai  dai  confini  del  piano  stabilita  nella 
creazione.  Esse  consistono  nella  localizazione  delle  fun- 
zioni in  una  parte  della  superficie  della  sfera ,  nello  svi- 
luppo del  brano  del  derma  corrispondente,  e  dell'  interno 
suo  raggio.  Cosi  se  supponete,  che  le  funzioni  di  assorbi- 
mento prendan  posto  in  un  emisfero  della  sfera  primitiva 
e  le  funzioni  di  esalazione  nelF  altro,  ne  risulterà  un  ve- 
getabile, il  quale  giacente  sulla  terra  per  mancanza  di  lo- 
comozione, immergerà  in  questa  Tirragiamento  radicale  per 
assorbire  i  princìpi  della  sua  nutrizione,  e  solleverà  nell'  at- 
mosfera r  irragiamento  opposto,  per  esalare  la  materia  ete- 
rogenea al  suo  organismo,  o  scambiarla  cogli  elementi  gas- 
sosi, atti  a  vivificare  i  suoi  succhi  circolanti.  Al  contrario 
se  net  centro  di  una  sfera  primitiva,  trovasi  il  rudimento 
delle  facoltà  animali,  questo  si  separerà  dall*  altro  vegeta- 
tivo, per  presiedere  ciascuno  allo  sviluppo  delle  proprie  fun- 
zioni; il  vegetativo  alle  funzioni  di  assorbimento,  e  d'  esa- 
lazione, Taltro  a  quella  della  facoltà  animali,  sensazioni,  e 
movimenti  volontari.    Cosi  sarà  costituito  un*  animale,  che 
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godendo  della  locomozione,  fatto  cioè  libero  e  cagante  sulla 
terra»  per  trovare  di  che  nutrirsi»  doyrà  per  conseguenza 
esser  fornito  di  un*  organizzazione  diversa  dal  vegetabile. 

Questi  due  tipi  primitivi,  corrispondono  alle  due  grandi 
sezioni  organiche»  distinte  col  nome  di  regni  della  natura 
animale  e  vegetale.  Ciascheduno  di  essi  si  suddivide  poi  in 
altri  tipi  secondari»  corrispondenti  alle  classi.  E  qui  è  da 
notarsi»  che  nello  svolgimento  organico  animale  o  nella  lo- 
calizzazione delle  funzioni  alia  superficie  della  sfera;  quelle 
della  vita  vegetativa  si  sviluppano  per  via  di  tanti  rientra- 
menti  della  superficie  istessa»  o  del  sacco  dermoide»  nell'in* 
terno  del  corpo  (il  tubo  intestinale,  o  istromento  assorbente 
la  materia  fissa:  il  sacco  respiratorio»  o  istromento  delFas- 
sorbimento  gassoso:  il  rientramento  genitale»  e  orinario»  per 
r  esalazione  dei  corrispondenti  principj»  senza  togliere  del 
tutto  queste  funzioni  alla  esterna  superficie).  Al  contrario 
le  facoltà  animali  si  diffondono  e  si  protraggono  al  di  là 
della  superficie»  a  modo  di  prominenze»  (come  sono  gli  or- 
gani dei  sensi  e  quelli  della  locomozione):  prominenze  che 
più  d' ogni  altro  concorrono  a  rendere  3variatìssime  le  for- 
me secondarie. 

Se  per  esempio  supponete»  che  col  rientramento  nelfin- 
terno  della  sfera  delle  funzioni  dermoidi  »  destinate  a  for- 
mare i  visceri  o  organi  delle  funzioni  vegetative  »  si  spie^ 
ghi  da  tutta  V  esterna  superficie  un  irraggiamento  di  pro- 
duzioni locomotive  :  di  questa  sfera  »  yoi  avrete  fatto  un 
Echino.  Che  se  questi  raggi  vitali  spieghino  la  loro  ga- 
gliardia  sqlo  suir  equatore  »  di  modo  che  attorno  questa 
periferia  sorgano  le  protrazioni  locomotive;  la  sfera  si  cam- 
bierà  in  un  disco  ragpato  o  in  un  Asteria.  Cosi  seguitando» 
se  si  moltiplichino  i  gangli  della  vita  vegetativa,  e  si  divida- 
no per  tener  dietro  e  presiedere  allo  sviluppo  delle  funzioni» 
il  corpo  varierà  ancora  di  forma  in  ragione  di  quei  pro- 
cessi organici»  come  avviene  ai  Molluschi,  Se  a  questo  svol- 
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gittienlo  di  parli  si  aggiunga  quello  della  vita  anioiale,  con 
una  serie  geminata  di  nodi  o  gangli  nervosi,  alluogata  ia 
linea  retta  ,  da  ciascuno  dei  quali  si  produce  un  irragia- 
mento  parziale;  voi  avrete  uu  corpo  modellato  più  o  meno 
su  di  un'asse,  in  ragione  dell'allungamento  di  quella  serie. 
La  qual  cosa  costituisce  il  tipo  degli  Àrticokuiy  specialmente 
degl'  Inietti,  e  in  altri  Crostacei,  nei  quali  per  la  prima  volta 
a  cagione  di  una  tal  disposizione,  vedesi  comparire  la  legge 
di  simmetria,  perché  i  raggi  o  membri  della  locomozione, 
si  dispongono  per  paja  ai  lati  del  corpo.  Nei  Vertebrati  av- 
viene io  stesso:  ma  nei  Vertebrati  T allungamento  dell'asse 
procede  assolutamente  dal  nodo  centrale  delia  vita  animale, 
che  in  questi  esseri  si  allunga,  per  formare  Tasse  cerebro* 
spinale,  fino  ad  uscir  fuori  dei  corpo  e  costituire  un  capo, 
dove  son  collocati  gli  organi  dei  sensi ,  mentre  quelli  del 
moto  animale  restalo  appajati  ai  iati  del  corpo.  Tutti  questi 
modelli  d'organizzazione  sono  a  lor  posta  variabilissimi  entro 
certi  determinati  confini,  da  cui  risultano  altri  subordinati 
tipi,  corrispondenti  alle  famiglie  naturali ,  ai  generi ,  alle 
specie,  alle  razze,  e  alle  varietà,  da  cui  deriva  l'ordine  e 
I'  armonia  dèlia  natura. 

Dall'idea  di  quest'ordine  procede  una  conseguenza:  ed  é 
elle  la  quantità  della  vita  deve  essere  determinata  sul  giolM>. 
Questa  questione  viene  agitata  dal  sìg.  Flonrens,  e  forma 
il  titolo  delld  seconda  parte  della  sua  opera.  Tutto  ciò  che 
fu  disposto  dalla  creazione  é  invariabile  :  se  ciò  è  vero  , 
e  se  la  vita  è  parte  integrale  del  globo  ,  ne  discende  che 
la  vita  deve  essere  determinata  :  Di  fatto  resta  a  un  di* 
presso  sempre  la  stessa.  Buffon  fa  il  primo  a  calcolarla  , 
e  dopo  di  lui  Cuvier  ;  ambedue  viddero  una  certa  quan- 
tità determinata  di  molecole  organiche  ,  tenute  in  peren- 
ne movimento  di  vita  ,  e  successivamente  trasmessa ,  da 
un*  individuo  all'altro  ,  pel  mantenimento  delle  specie.  Il 
sjg.  Flourens   peraltro  crede  di  dover  studiare  la  quantità 
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della  vita,  piuUòslo  negli  esseri  organici,  che  nelle  rnolectole 
organiche,  le  quali,  dice,  non  sono,  come  le  monadi  del  Let-^ 
bnitz,  che  uno  degii  espedienti  filosofici,  immaginali  a  Ararci 
d'inrpaccio  e  che  per  reritànon  ne  traggono.  Egli  osscrra  dn^ 
cose:  pag«  104  la  première  que  le  nombre  des  espéces  vù  tomjours 
en  diminutuU  depms  qu'il  y  a  det  animaux  $ur  le  globe^  ei  la 
seconde^  que  le  nombre  des  individus^  dans  jcertaines  eàpéeee  v» 
toujùursy  au  contraire,  en  oroiaant;  de  iorte  que^  à  tout  pren^ 
dre^  et  $ùui  bien  compiè^  le  total  de  la  quantità  de  ioie^  jentende 
le  total  de  la  quantità  des  itres  vivants^  rest  toujours  en  effei^ 
et  comme  le  dit  Buffon  ,  é  peu  prés  le  mime  ».  À  -ciò  di*- 
mostrare  fa  un  magnifico  quadro  delle  specie  perdute ,  e 
dopo  aver  fatto  conoscere  la  superiorità  dell'  uomo,  i  mezzi 
che  gli  ha  somministrati  la  natura,  e  quelli  che  si  è  pro- 
curato colla  sua  intelligenza  ,  rende  chiaro ,  che  se  una 
quantità  di  specie  di  animali  sono  mancati,  V  uomo  istesso 
moltiplicato  mille  volte  sopra  ogni  specie  di  animali,  e  gli 
animali  che  gli  appartengono,  ha  compensato  tale  mancanza. 
/>iet«,  en  créant  un  Hre  qui  pùt  sé  ^onnaitre  soi-méme  et  la  con- 
naitrey  a  donni  par  eda  méme  un  maitre^  à  toutes  le$  autrea 
itres  pag.  122.  Ma  la  compensazione  è  assoluta  come  pretende 
Buffon?  A  questo  quesito  il  Ch.  A.  non  risponde,  solo  ia  ri- 
marcare pag.  128.  ehe  «  //  e$t  plus  facile  de  prononcer  eur  cee 
sorte»  de.  questionSy  quand  on  fait  son  eompte  avec  les  moheules 
organÀqueSy  que  quand  on  le  fait  avec  les  itres  vivants»  » 

La  parte  storica  della  vita  presenta  tanti  e  cosi  singolari 
fenomeni ,  molti  dei  quali  furono  causa  di  questioni  gra- 
vissime, che  tuttora  non  sono  peranche  risolute.  QuesUì  ven- 
gono trattate  da  maestro  nell'opera  del  sig.  Flourens,  che 
ora  andiamo  ad  esaminare.  Ma  a  procedere  con  online,  me- 
glio mi  sembra  dover  prima  parlare  dell'  apparizione  della 
vita  sulla  superficie  del  globo,  quindi  delle  sue  vicende.  Il 
Gh.  A.  consagra  tutta  la  terza  parte  della  sua  opera  nelTespo* 
sizione  dei  prtnoipali  fatti  componenti  la  storia   geologica, 
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e  fa  vedere  come  dalla  cognizione  acquistata  delle  epoche 
della  terra  yiene  annunciato  pag.  238.  che  la  vie  na  pa$ 
ioujùurs  été  sur  ce.  globe.  E  di  fatti  abbiamo  oggi  per  ma- 
tematicamente dimostrato,  che  il  pianeta  fu  in  origine  nello 
stato  di  fusione  ignea.  In  questo  stato  di  altissima  tempe* 
ratura,  certamente  moltissimi  elementi  organici  doveano  es- 
sere sotto  forma  gazosa  a  formar  parte  di  una  densissima 
atmosfera,  e  qualunque  aggregato  organico  si  fosse  potuto 
formare,  questo  sarebbe  stato  immediatamente,  arso  e  de- 
composto ^per  via  secca.  Pour  que  la  vie  put  s'  y  étMir,  sono 
parole  del  sig.  Flourens,  pag.  238.  il  a  fallu  que  la  tem- 
perature en  fùit  a$ie^  refroidie  ,  que  la  surfaee  en  fui  con- 
solidée,  que  V  air  ey  fui  dégagée  dee  eaux^  que  toutes  Ite  ma- 
tiéres  eolidesy  liquideij  gazeuses^  y  euseent  prie  ckacune  leur 
état  proprei  et  quand  toutes  ces  choees  ont  été  amenéee  a  ce 
point  vouluy  la  mime  MAIN,  qui  le  y  avait  eonduites^  a  crée 
la  vie  et  V  a  repandue  sur  la  terre. 

Pour  que  les  animaux  pussent  exister^  il  leur  fallait  une 
certaine  temperature:  pour  qu'  iU  pussent  se  nourrir^  il  leur 
fallait  un  certain  ensemble  de  substanees  végéUdes  et  anima- 
les:  pour  que  les  animaux  pussent  respirerà  il  leur  fallait  un 
certain  air:  il  fallait  que  dans  cet  air  se  trovdt  un  élément 
respirakle  :  il  fallait  que  cet  élément  respirable  s*  y  trouvaii 
constamment,  et  constamment  dans  une  proportion  donnée. 

Ma  quello  che  singolare  si  rende,  é  certamente  che  alla 
prima  comparsa  della  vita  sul  globo,  questa  si  manifestò 
con  i  xari  tipi  organici,  che  sopra  abbiamo  accennato,  già 
stabiliti,  tanto  primitivi  che  secondari.  I  primi  strati  fossili- 
feri della  crosta  terrestre,  quelli  sui  quali  incominciamo  a 
leggere  la  storia  del  globo:-  il  terreno  siluriano  inferiore  , 
contiene  i  primi  rudimenti  degli  esseri  yegetali,  e  subito  ap- 
presso di  essi  gli  animali,  rappresenlariti  i  yari  tipi  del  loro 
regno.  Da  questo  fatto  tiriamo  una  conseguenza  importan- 
tissima ,  ed  ò  che  il  processo  formativo   organico ,  di  cui 
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abbiamo  parlato  di  sopra,  vale  a  dire  il  passaggio  della  ma- 
teria alla  forma  primitiva,  e  da  questa  alle  secondarie,  fa 
onninamente  compreso  nel  gran  fiat  degli  esseri  viventi,  e 
ebe  dalle  mani  stesse  dell'immensoFattore  uscirono  tutti  quei 
diversi  tipi  organici  già  costituiti.  Allora  in  qualche  modo 
fu  compiuta  la  creazione,  perchè  allora  il  globo  ricevette 
il  suo  involucro  di  vita  ,  e  con  essa  le  leggi  del  Creatore, 
che  la  governarono  ,  concordanti  con  quelle  che  già  rego- 
lavano il  globo  istesso,  e  l'universo  intiero. 

Il  sig.  Flourens  non  crede  le  moderne  scoperte  apporsi 
al  Genesi.  In  un  §  (p.  219)  De  Deluc  et  de  la  date  recente 
du  dernier  déluge^  loda  non  poco  gli  scritti  geologici  di  Deluc 
difensore  del  Genesi,  che  ben  conobbe  la  data  recente  del 
diluvio  mosaicoj  gran  fatto  vanamento  posto  in  dubbio^  e  dimo- 
strò che  il  primo  de*  nostri  libri  sacri^  il  Genesi^  r€icchiude  la 
vera  istoria  del  mondo.  Il  §  seguente  a  il  titolo:  Rapport  de 
recit  de  Moise  avec  les  monuments  de  la  nature,  ivi  leggiamo 
CI  è  stato  un  diluvio:  Uose  lo  dice  e  la  terra  intiera  lo  dice 
e  lo  racconta  come  Mosè,  Quanto  ai  sei  giorni,  essi  sono  sei 
gpazi  di  tempo  sei  intervalli  di  durata^  dice  FA.  con  Bossuet 
e  molti  altri.  Senza  discutere  intorno  ai  sei  giorni,  pensano 
parecchi  rispettabili  scrittori,  che  il  principio  del  Genesi 
po5sa  intendersi  in  modo  da  non  poter  soffrire  offesa  non 
che  dalle  scoperte  già'^fatte,  ma  né  pure  di  qualunqjie  possa 
farsi  in  seguito.  Tali  son  quelli,  che  seguono  Toplnione  del 
cel  Bùckland,  (  Vindiciae  geologicae  or  the  connexion  «... 
Oxford  1820)  tra  i  quali  di  l'Emo  Card.  Wisemàn:  per  altra 
via  giunge  allo  stesso  scopo  il  fu  ab.  Waterkeiu  prof,  del- 
l'università cattolica  di  Lovanio  {De  la  geologie  et  de  ses 
rapports  avec  les  verites  revéleés.  Louvain,  -  La  science  et  la 
foi  Vouvre  de  la  création.  Liege.  1845.) 

Tornando  ai  primi  viventi;  veggiamo  negli  antichi  tempi 
questi  disparire,  e  la  vita  mostrarsi  in  nuove  forme  ,  ma 
però  senza  che  sieno  tolti  o  cangiati  i  suoi  caratteri  essen- 
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ziali,  e  ciò  fioo  all'appurizione  delFuomo,  e  di  tatto  le  spe* 
eie  che  eoo  esso  vivono  sulla  Terra,  lo  studio  di  questi  es* 
seri,  costituisce  la  Paleontogia:  studio  importantissiuio  ,  es- 
sendo oggi  da  tutti  abbracciato ,  qual  mezzo  sicuro  a  di- 
stinguere le  diverse  epoche  della  terra ,  e  le  sue  corticali 
stratificazioni.  Questa  verità  dimostrata  ;  ò  una  manifesta 
prova  dólle  strette  attiaenze  e  dipendenze,  cbe  ba  la  vita  oA 
pianeta  a  coi  appartiene.  Gonciossiachè  il  disparire  di  certe 
specie  trova  una  naturale  e  semplice  spiegazione  nei  fatti  geo- 
logici ora  dalla  scienza  guadagnati,  indicanti  una  serie  di  vi- 
cende e  di  rivoluzioni,  probàbilmente  tutte  derivate  o  effetto 
dello  stesso  raffreddamento  terrestre.  Se  la  vita  degli  esseri 
è  un'  intima  dipendenza  del  pianeta,  io  trovo  giusto  che  al 
variare  delle  condizioni  di  questo,  variar  debbano  eziandio 
quelle  della  vita,  e  godo  di  trovarmi  in  ciò  d  accordo  col 
sig.  Floureus  pag.  128.  «  Un  fati  se  montre,  iu  moinsj  avee 
évidenceì  c'est  jfue,  à  misure  que  et  globtf  fui  n*é  pus  foti- 
juUrs  èie  dafks  des  conditiefss  proprsè  è  la  manifesiation  de  la 
vicy  se  modifie^  et  si  j$  fuis  ainsi  dire  s*  aeeomode  de  plus  en 
plus  d  edite  tnanifestatiofìi  une  variaiion  tres^sensibh  s'y  opere 
dans  le  proportions  relalives  des  espéees.  Dans  les  premiere 
dges  du  globef  ce  soni  les  especés  inferieuresy  les  speces  tn^'- 
mes  qui  dominent:  dans  les  dges  subsiquentSy  ee  soni  les  espè^ 
ees  gigantesquBs,  et  redoutMts^  soit  dans  la  classe  des  repti^ 
lesj  soit  dans  eelle  des  quadrupédes;  dans  Vdge  aestuel:  ee  sout 
les  animaux  que  Vkomme  protége^  et  Vhomme  Imiméme^  à  qui 
toute  supériòrité  sur  ce  globe^  ìnéme  celle  du  nomkri^  paraii, 
uUeritffurement  dévolne. 

Allorché  s*  incominciarono  ad  avere  più  positive  nozioni 
sugli  esseri  viventi,  e  si  conobbero  certe  transizioni  di  or* 
ganismo,  si  pensò  dai  filosofi  che  tutti  gli  esseri  della  na- 
tura potessero  ordinarsi  sopra  una  grande  scala.  Ma  dopo 
jfite  si  è  verificato,  che  dalle  mani  del  Creatore  venner  fuori 
contemporaneamente    tutti  i  tipi  organici ,  e  le  specie  ad 
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esse  spettanti  indicare  le  diverse  età  della  terra,  cadde  il 
progetto  di  una  scala  generale ,  per  essere  sostituite  tante 
minoriy  per  quanti  sono  i  tipi  o  modelli  dell'  organismo. 
Peraltro  tali  progressi  non  tolsero  dal  campo  gravissime 
questioni.  L' estinzione  delle  specie  trovava  una  facile  spie- 
gazione nelle  variazioni  di  condizioni  del  globo,  per  effetto 
del  sAo  raffreddamento;  ma  1*  apparizione  delle  nuote  re- 
stava ancora  inesplicata  e  naturalmente  inesplicabile.  Si  pensò 
allora  di  proporre  un'altro  quesito^  d  Se  le  specie  nuove  erano 
derivate  da  quelle  estinte,  ovvero  una  nuova  creazione  era 
intervenuta  nella  loro  comparsa  »,  ed  ecco  stabilita  e  messa 
in  campo  la  questione  sulla  stabilità  o  mutabilità  delle  specie. 
Il  Ch.  A.  insieme  a  Guvier  é  di  ferma  opinione,  cbe  le  specie 
siano  stabili,  e  a  ciò  dimostrare  consagra  due  capitoli  della 
seconda  parte  della  sua  opera:  il  2.®  sulla  stabilità  delie  forme 
iella  vita^  o  delle  specie:  il  3.^  sulla  formazione  della  vita. 
L'immobilità  delle  forme  specifiche  viene  sperimental- 
mente trattata,  e  dimostra  chiaramente  che  le  specie  sono 
fisse,  e  non  si  mutano,  né  per  cause  lente,  né  per  cause 
subitanee  o  violente,  né  per  incrocìamento.  Ammette  però 
una  certa  tendenza  a  variare  entro  certo  limiti,  trasmissìbili 
anche  per  generazione,  da  cui  vengon  fuori  le  razze:  ma  que- 
ste non  possono  essere  mai  prodotte  esclusivamente  da  in- 
fluenze esterne,  o  cause  remote,  se  non  si  prestano  le  interne  o 
prossime,  pag.tSOifaù  ces  deux  forees  réunies,  la  tefidance  pri- 
mitive à  variation  et  la  trasmission  successive  des  variations  oc-- 
quisesj  jusqu*ou'  vont^elle?  Vont^elle  jnsqu  d  faire  sortir  une 
race  de  son  espéce^  jusqu^  à  faire  que  eette  'race  né  soit  plus  fé" 
eonde  avec  les  atUres  races  de  son  espéce?  Nullement.  Se  adunque 
le  razze  sono  il  limite  estremo  della  variabilità  sopportabile 
delle  specie,  convien  concfaiudere  che  queste  siano  fisse  e  im- 
mutabili. Da  ciò  consegue  che  come  il  primo  apparire  sul 
globo  degli  animali ,  così  la  formatone  di  quelli ,  che  ai 
primi  successero  ,  e  molto  più  quella  deiranimal  ragion»- 


'» 
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Tolei  della  creatara  falla  ad  immagin  di  Dio,  non  si  spie* 
ga  senza  Tinlervenzione  immediato  della  mano  onnipossente 
del  Creatore.  Il  Ch»  À.  pone  termine  a  questo  capitolo  con 
riportare  l'esperienze  diBuffon^e  proprie,  dirette  a  conoscere 
la  qaantità  dei  sessi  nelle  specie,  dalle  quali  risulta  ona  con- 
ferma alla  verità  annunciata  da  Buffon,  che  il  numero  dei  masclii 
sulle  femine,  é  più  grande  nelle  specie  pure  9  grandissimo 
nelle  miste.  La  qual  cosa  porta  a  concludere  che  in  natura 
tutto  è  soggetto  a  delle  leggi  fisse,  perfino  la  predominanza 
del  sesso  maschile  sulle  femmine  nelle  nascite. 

Neir  capitolo  seguente  si  trattano  tre  questioni:  1.*"  della 
continuità  della  vita,  e  delle  generazioni  spontanee:  2.®  della 
parte  eguale  del  maschio  e  della  femina  nella  formazione 
dell'  essere ,  e  della  preesistenza  dei  germi:  S."*  della  forza 
di  riproduzione  organica,  e  dei  germi  riparatori.  Noi  ab- 
biamo già  detto  il  motivo  per  cui  la  vita  debba  essere  con- 
tinuata; necessità  che  il  sig.  Flourens.  proclama  pag.  158. 
come  la  prima  delle  leggi  vitali.  »  En  effèt ,  les  individua 
périienty  mais  la  vie  ne  perii  pas.  Avant  de  périr^  ih  Vani 
iransmise: 

Et  quasi  cursores  vitali  lampada  iraduni 

{  Lncr.  ) 

»  La  vie  de  ckaque  espéee  est  eomme  une  chaine  doni  tous 
les  anneaux  viennentf  et  si  je  puis  ainsi  dire^  sarient  les  un, 
des  autres.  Qu'  un  anneau  manque ,  et  V  espéce  est  perdue 
pag.  160.  »  Pour  chaque  espéee^  la  vie  n'  a  cammencé  qu*  une 
foie.  A  campitér  de  là  elle  a  passe  d*  un  étreaV  autre^sans 
interruptionj  sans  rupture ,  dans  toutes  les  espéces  qui  au- 
jourdhui  ancore  subsistent:  toutes  les  espéces  ou  une  rupture 
s*  est  fait^  où  une  interruption  s*  est  produitCy  o^t  le  pi  con- 
tinu  de  la  vie  s*  est  rompu ,  sont  aujourd*  kui  des  espéces 
perdues.  Et  ces  espéces  perdues  ne  renaissent  plus.  pag.  162. 
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Tutte  queste  sentenze  del  sig.  Flourens,  si  verificano  nelle 
specie  per  qualunque  causa  perdute. 

A  spiegare  le  comparse  delle  nuove ,  si  ricorse  ad  una 
vecchia  ipotesi ,  la  più  gratuita  di  tutte  :  alle  generazioni 
spontanee.  L' insussistenza  peraltro  di  questa  dottrina,  seb- 
bene vanti  illustri  settatori  e  di  molta  vaglia,  fu  bastante- 
mente dimostrata  dal  sig.  Flourens,  colla  stessa  continuità 
della  vita,  la  quale  una  volta  creata  viene  nella  stessa  quan- 
tità protratta  nelle  specie  ,  e  il  progresso  dell'  anatomia 
comparativa  chiaramente  fa  scorgere,  che  gli  stessi  polipi, 
e  le  monadi  volute  dal  Lamarch,  quanto  vogliansi  dare  per 
semplici,  sono  già  tanto  composti,  da  escludere  qualunque 
idea  di  generazione  spontanea.  E  perciò  più  le  cognizioni 
si  accrescono,  più  decade  questa  fallace  dottrina ,  e  bene 
annuncia  il  chiarissimo  autore,  ehe  le  osservazioni  micro- 
scopiche di  Ehremberg  finiranno  con  bandirla  per  sempre 
dalle  .scuole. 

Passa  VX.  alla  ipotesi  della  preesistenza  dei  germi  soste- 
nuta eziandio  da  rispettabilissimi  moderni  filosofi  ,  i  quali 
alla  domanda;  come  si  forma  un  nuovo  individuo,  un  nuovo 
essere?  rispondevano,  il  nuovo  essere  non  si  formi  perchè  già 
si  trovava  del  tutto  formato.  A  far  comprendere  la  poca  stabi- 
lità di  questa  risposta,  il  Ch.  A.  riferisce  certe  sue  esperienze 
suH'incrociamento  della  cagna  collo  chacal,  le  quali  provano, 
nella  funzione  che  mantiene  la  specie, la  parte  eguale  del  ma- 
schio e  della  femina,  ed  essere  in  facoltà  dell'uomo  per  via  di 
generazioni  sostituire  un  germe  ad  un'altro,  dal  che  si  deduce 
ehe  gli  germi  non  sono  affatto  preesistenti.  Ma  non  basta 
perchè  avendo  supposto  perfino  i  germi  riproduttori  dell'or- 
ganismo: il  sig.  Flourens  dopo  aver  riportate  V  esperienze 
di  Trembley  sui  polipi,  di  Bonnet  sulle  naiadi,  da  esso  ri- 
petute sulle  naiadi  stesse  e  sulle  salamandre ,  dopo  aver 
riferite  le  osservazioni  di  Beamur  sui  gamberi,  e  quelle  di 
Federico  Guvier  sulle  corna  dei  cervi,  richiama  a  memoria 
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le  sue  stesse  esperienze  sulla  formazione  delle  ossa,  e  con- 
chiude ehe  neppure  esistono  questi  germi  riproduttori  del- 
l' organismo  né  generali^  né  parziali  o  locali. 

Dopo  publicata  la  terza  edizione  dell'opera  del  sig.  Floa- 
rens,  nella  Revue  des  deux  mondes^  tom.  3/  15  Juin  1856, 
videsi  comparire  un  artìcolo  intitolato  »  La  vie  aux  diver$ 
ages  de  la  terre  »  scritto  dal  sig.  Babinet  in  proposito  di 
detta  opera,  pienissimo  di  sapere,  e  con  quell'energico  stile 
che  caratterizza  uno  scienziato  della  sua  fatta.  Peraltro  que- 
sto dotto  investigatore  della  natura,  sembra  poco  proclire 
ad  ammettere  la  compensazione   annunciata  dal  Floarens , 
fra  il  numero  degli  individui  e  le  specie  perdute,  pel  man- 
tenimento della  quantità  della  vita  sni  globo;  cercando  nel 
tempo  istesso  dimostrare,  che  l'età  antropica  non  è  Inferiore 
né  nel  numero  né  nel  volume  agli  animali  che  vissero  nei 
lunghi   periodi  dei  secoli  anteriori.  Quest'  asserzione  seb- 
bene possa    ammettere  qualche  eccezione  ,  io  crederei  sia 
pure  accettabile;  avvegnaché  non  trae  seco  consequenze  di 
grande  rilievo  sulla  dottrina  della  vita.  Quello  che  però  nel 
suo  articolo  sembrami  meritare  una  qualche  parola,  piat<^ 
tosto  che  essere  passato  sotto  silenzio ,  si  é  la  dottrina  da 
esso  commentata,  in  opposizione  a  quella  esposta  e  dimostrata 
dal  sig.  Fiourens.  Questo  chiarissimo  autore  esplicitamente 
confessa  le  sue  simpatie  per  la  scuola  di  Geoffry  de  Saint 
Hilaire.  qui  nou^r  montrei  sono  sue  parole  pag.  702  les  deve- 
loppements  sueeessifs  des  germet  primitifs  de$  epéees  animalei 
et  vegetales^  sous  le$  influences  exterieurei^  donnant  nais$a$u$ 
à  des  cspécss  nouvelles^  et  retUissant    une  sorte  de    creation 
moderne  doni  la  sagesse  industrieuse  de  la  puissance  créatrice 
a  préparé  d'  avance  la  possibilité  et  les  moyens.  Elle  a  tta- 
Hit  les  lois  de  la  nature  é  V  origine  des  chose.  ,   et  Me    le 
suit  sans  y  deroger^  puisqu^  on  ne  peut  pas  admettre  un  tm- 
prevoyance  de  sa  parte ,  e  est  le  semel  jussit,  semper  paret 
de  Sénéque.  »  Dai  quali  precetti  deriva  »  réfutation  de  TAy- 


(  443  ) 
poiése  de  Vimtnutabilité  des  espéces  »  influenee  modificatrice  des 
circonstances  extérieurts  »  possibilité  que    Ics  races  actuelles 
descendent  des  races  antiques. 

I  ristretti  confini  di  un*articolo  non  mi  permettono  ragio- 
nare tanto  minuziosamente  sugli  argomenti  esposti  in  quel- 
r  articolo ,  nà  ayrei  bastante  forza  a  tenermi  a  fronte  di 
un  autore  di  quella  fatta:  io  però  soltanto  vorrei  dire:  l.""  che 
se  la  vita  è  parte  integrale  del  globo,  mi  sembra  naturale 
che  al  globo  istesso  spetti  somministrargli  i  materiali,  come 
in  verità  sempre  ha  fatto:  e  cosi  si  yerifica  il  passo  della 
Genesi ,  che  fu  ordinato  da  Dio  alla  terra  di  produrre  le 
piante-^  gli  alberi^  e  gli  animalij  come  Me  acque  i  pesci:  cioè 
Iddio  col  suo  comando  formò  i  corpi  viventi,  ma  volle  che 
la  materia ,  e  allora  e  in  seguito  fosse  somministrata  dal 
globo  terraqueoy  non  già  che  i  germi  primitivi  produces-^ 
lero  le  nnove  specie,  che  es*  gr.  le  piante  generassero  gli 
animali,  ì  molluschi  generassero  i  pesci  ,  o  questi  gli  ne* 
celli  5  e  le  scimie  generassero  V  uomo  :  2.®  che  le  crea- 
zioni Successive  ,  non  potranno  mai  accusare  d' improvi-- 
denta  la  podestà  suprema  ;  perchè  se  stabilito  era  che 
il  globo  istesso  dovesse  percorrere  il  suo  periodo  d' esi* 
steaia»  o  di  raffreddamento,  la  vita  che  dovea  farne  parte 
integrale^  non  poteva  restare  eguale  in  tntte  le  sue  fasi  : 
ma  comparire  nuovamente  a  tempo  debito,  e  cangiare  in  ra- 
gione dei  mutamenti  delle  sue  condizioni.  Se  conviene  am- 
mettere la  creazione  precedente  del  globo,  e  quella  susse- 
guente della  vita,  può  anche  ammettersi  questa  stessa  crea- 
zione ,  ripetuta  altre  volte  :  3.®  che  tutte  le  analogie  che 
offrono  fra  loro  le  parti  organiche,  piuttosto  che  denotare 
i  rudimenti  della  mutabilità  degli  organi,  per  passare  da 
una  specie  in  un  altra ,  accennano  piuttosto  alla  unità  di 
origine,  alla  forma  primitiva  comune  a  tutti ,  la  quale  in 
ogni  individuo,  e  in  ogni  sviluppo  dei  loro  germi  traspari- 
sce sempre,  attraverso  le  tante  svariate  forme  organiche  se- 
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condarie,  anche  le  più  avanzate  :  4.®  che  tutte  V  esperienze 
da  cui  sembra  risultare  variazioni  di  caratteri  per  influenze 
esteriori,  sono  sempre  circosritte  entro  i  limiti  sopportabili 
dalla  tendenza  istessa  delle  specie  a  variare,  quale  fu  fatta 
notare  dal  sig.  Flourens:  5*^  che  le  variazioni  dei  caratteri 
per  azione  di  potenze  esteriori,  non  potranno  mai  raggiun- 
gere il  grado  di  una  specie  distinta,  fino  a  che  questa  non 
sarà  resa  indipendente  dalia  virtù  generativa,  sebbene  que- 
sta stessa  virtù  sembri  accessoria  al  sig.  Babinet:  6.®  io  vor- 
rei dire  con  Cuvier  che,  si  les  espéces  ont  ehangé  par  de- 
gréiy  on  devraii  trouver  des  traces  de  ces  modi/Uations  gra- 
duelles:  entre  les  paleotheriums  ,  et  les  especes  d*  aujourd^  hui 
on  devrait  decouvrir  quelque  formes  intermediairesy  eijusque 
à  present  cela  n*est  point  arrivé.  Pourquoi  les  entraittes  de 
la  terre  n'  ont  elle  point  conserve  le  monuments  d^une  genia- 
logie  si  curieuse^  si  ce  n*  est  parceque  les  especes  d^autrefois 
etaint  aussi   que    le  notres  ou  du  moins  parce  que  la  cata- 
strophe  qui  les  a  détruites  ne  leur  a  pas  laissé  le  temps  de 
se  livrer  à  leurs  varicUions?  Disc,  sur  les  Revel.  de  la  surf. 
du  globe,  pag.  118.  7.^  Finalmante  che  una  linea  di  demar- 
cazione si  nota  sempre  fra  specie  e  specie,  non  solamente 
in  quelle  appartenute  a  diverse  età  della  terra,  e  interrotte 
dalle  sue  rivoluzioni;  ma  eziandio  in  quelle  spettanti  ad  una 
medesima  epoca;  lo  che  costituisce  i  caratteri  differenziali 
i  quali  talvolta  sono  salientissimi.    Potrà  mai  trovarsi  una 
transazione  fra  le  facoltà  di.  una  scimia,  e  V  intelligenza  e 
loquela  umana? 

In  fine  dopo  tanti  studia  dopo  tante  ricerche,  dopo  tanti 
esperimenti  fatti ,  e  che  tutto  di  si  accrescono  a  sostegno 
deir  ipotesi  della  preesistenza  del  germe,  quali  sono  i  ri- 
sultati ottenuti?  Si  è  raggiunta  forse  una  certezza  positiva? 
Niente  finqui  di  tutto  ciò.  È  vero  che  moltissime  cogni- 
zioni si  sono  guadagnate  dai  lavori  di  tanti  scienziati 
che  hanno  arrichito  il  tesoro  delle  scienze  in  tali  ricer- 
che ;    ma    la   questione*  non  è  stata  tolta  dalla  palestra  , 
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la  questione  non  è  risoluta.  E  qui  può  dirsi  collo  stesso 
8ig.  Babinet  art.  cìt.  pag.  785.  <(  Toutes  les  fois  que  Vin- 
teUigenee  de  rhomme  veut  e$9ayer  de  comprendre  la  puis-- 
sance  créatrice^  la  voix  de  raison  lui  erie^  monte^  monte  an^ 
care^  monte  toujour^  puisj  quand  elle  est  au  plus  haut  paini 
ou  elle  peut  attendre  ^  elle  est  encore  aussi  éloignéc  du  but 
qu^au  moment  du  depart.n  Nella  conclusion  dell'articolo  sulla 
preesistenza  dei  germi  lo  stesso  sig,  Flourens.  confessa  non 
saper  spiegare  la  formazione  degli  esseri  nuovi,  e  ripete  col 
Malebranche  pag.  186.  Il  est  ben  de  comprendre  clairement 
qu*  U  est  des  ekoses  qui  sont  absolument  ineompréhensibles.  Per- 
altro dove  sono  delle  cose  sulle  quali  Y  umano  intelletto  si 
arresta,  V  anima  si  sprigiona  per  sollevarsi  al  cospetto  del 
suo  Creatore,  ed  esclamare  col  Beai  Profeta: 
Quam  magnificata  sunt  opera  tua  Domine  ! 
Omnia  in  sapientia  fecisti. 

Boma  li  22  Gennaro  1857. 

SULLA   FORZA   CENTRIFUGA   TERRESTRE 
IN   QUANTO   STURBA   LA   DIREZIONE   DELLA   GRAVITA* 

FORMOLE  E  SPERIENZE 

DEL  DOTI.  B.  S41VTIIVI. 

Tutti  che  non  sono  affatto  digiuni  di  cose  fisico-materna-' 
tiche  sanno  bene  che  la  forza  centrifuga  terrestre  non  pure 
scema  il  valore  assoluto  della  gravità  ma  ben  anco  ne  sturba 
la  direzione.  Il  perchè  un  /ilo  a  piombo  in  equilibrio  non 
si  diriggerebbe  al  centro  della  terra  fosse  pure  omogenea 
ed  ellissoidica  di  rivoluzione.  E  noto  infatti  che  essendo  P  E 
(fig.  1)  nn  arco  meridiano  del  nostro  globo  la  forza  cen- 
trifuga sr=f  si  svolge  nella  direzione  vr  parallela  al  se- 
miasse maggiore  G  E  ;  il  perchè  V  angolo  vrl  è  misurato 
dalla  latitudine  geocentrica  Ea=/,  e  si  ha  la  componente 
orizzontale  fsenl  che  sturba  la  direzione  della  gravità ,  o 
vogliam  dire  la  risultante  delle  attrazioni  terrestri.  E  sic-- 
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come  tanto  questa  forza  che  quella  giaccìoDo  sopra  il  me* 
desimo  meridiano,  cosi  i  fili  a  piombo  ed  ì  gravi  cadeali 
da  piccole  altezze  devieranno  alcun  poco  al  sud  dal  centro  €• 

Calcoliamo  dapprima  T  angolo  «  (  fig.  2  )  che  un  filo  a 
piombo  aC  equilibralo  fa  colla  direzione  della  gravità  CG^^-^. 

Scomposta  questa  forza  nelle  due  FC  orizzonlale   e  CH 

in  continuazione  del  filo,  si  vede  bene  che  per  Tequilibrio 

deesi  avere 

FC  =  fsenl . 
Onde  si  trova 

fsenl     ,  .       .     .  r 
tang.a  =  -^ (a)  note  infine 

9 
E  la  projezìone  di  aC  =  X  ò 

fsenl  . 

P  —  '- X} 

9 

che  qui  si  tratta  d'  archi  assai  piccoli ,  e  può  la  tangente 
scambiarsi  col  seno. 

Torna  utile  trasformare  queste  equazioni;  colalché  ser- 
bando assai  di  semplicità,  risparmino  il  calcolo  separato  di 
f.  A  ciò  serve  la  formola 

Arremo  pertanto 

m 

(1)  tango:  =-.  —  psetiil', 

9 

(2)  p=\  ^  Psen2/; 

9 

equazioni  richieste,  in  che  m  rappresenta  il  numero  costante 

^t.  =  0, 0000000026. 


T 

Dicasi  altretlanto  delle  forinole  susseguenti  ore  si  con- 
tiene f. 
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Rispetto  aggravi  cadenti  da  piccole  altezze  è  chiaro  che 
per  la  forza  centrifuga  son  tratti  al  sud  con  motp  unifor- 
memente accelerato.  Il  perché  nel  tempo  $  dell'intera  oa- 
duta,   si  ha  la  deviazione 

2 
E  detta  or   l'altezza  corrispondente  a  /*  si  ha  pure 

(3)  d  ,=  —/seni. 

9 

Per  conseguenza  V,  la  projezione  di  un  filo  a  piombo  non 
molto  lungo  (eq.  (2))  e  la  deviazione  di  un  grave  caduto  per 
piccola  verticale^  variano  proporzionalmente  alValtezza}  2.^ 
essa  proiezione f  per  altezze  eguali j  si  eguagliano..  E  ciò  nella 
ipotesi  che  il  grave  cada  nel  vuoto;  conciossiachè  la  resi- 
stenza dell'aria  alteri  assai  l'eq.  (3). 

Non  é  a  trasandarsi  questa  ricerca  togliendone  occasione 
di  offrire  alla  meccanica  una  nuova  formola  diff^ereaziale, 
che  forse  non  sarà  indarno  anche  in  altre  occorrenze. 

Cominciamo  dall'osservare  che,  considerando  il  moto  per 
minimi  tempi,  in  cia2»cuno  di  essi  la  forza  acceleratrice  9^') 
può  aversi  come  istantanea.  Allora  lo  spazio  $j  percorso  in 
deviazione  dopo  il  tempo  0  dell'intera  caduta,  consterà  de- 
gì'  infiniti  spazi  elementari 

Offàx,  (9  —  1)  T>'ixj  (0-2)  <p"ix, (0-a?)yt^)dd?j 

avremo  quindi 

(4)  9  =  f{9  —  ir)f  wdx 

Per  esprimere  cpi'^  in  funzione  della  variabile  è  a  riflet- 
tersi che,  nel  caso  di  piccole  velocità,  la  resistenza  di  un 
mezzo  fluido  cresce  men  che  non  fa  il  quadrato  di  esse  ye- 
locità.  Assumendo  dunque  la  forza  ritardatrice  nv^  avremo 
in  genere  un  termine  a  gran  pezza  manchevole.  Il  perchè 
all'uopo  nostro  sarà  men  lungo  dal  vero  assumere  n/^x^seu^/, 
lo  che  dà 
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p^*)  s=  /sen/(l  —  nfx'^senl) 
Onde  la  formola  (4)  addiviene 

J  =  fsenlf(9  —  x)(i  —  nfx^senl)dx 

Ed  effetuatane  la  integrazione  da  a;  =  o  fino  ad  a?  =  d,  som- 
ministra. 

(5)  i  =  fl^0'{l-^^f9'seul)  (2) 

espressione  richiesta  che  qai  vaol  essere  preferita  a 

A  $l/^{fsenln)        —Gl^lfsenln) 

(6)  J  =  -  logj  (e  -*-  e  )  (') 

più  complimplicata  e  men  yera  (pag.  450).  E  ciò  per  quanto 
concerne  la  parte  speculativa. 

Bispetto  alla  sperimentale,  ponendo  mente  alla  resistenza 
verticale  delFaria,  in  parità  di  circostanze  dev'essere  9>t 
(pag.  447),  e  quindi  anco  9  >>  (1.  Sicché  le  percosse  di  un 
grave  abbandonato  a  se  stesso  debbono  aberrare  al  sud  dal 
filo  a  piombo. 

Procacciamo  di  verificare  questa  aberrazione. 

Praticato  un  forellino  f  in  lastra  sottile  (fig.  3)  alPaltezza 
di  5.'^2  del  suolo  ed  a  piombo  col  pernio  />,  fissai  lo  zoc- 
colo NS  di  tal  modo  che  una  linea  condotta  per  p^  giacesse 
nel  meridiano.  Il  pezzo  di  legno  ns^  girevole  sopra  lo  zoc- 
colo, portava  egualmente  una  linea  tracciata  pel  centro  di 
rotazione.  Poste  in  corrispondenza  le  due  linee ,  dal  foro 
f  feci  cadere  assai  volte  entro  un  tubo  un  piccolo  cilindro 
di  legno  del  peso  di  90  gram.  ('),  girando  a  ciascuna  volta 

(1)  Venlurolì  Eleni,  di  meco,  e  d'idraul.  voi.  1.  n^.  228. 

(2)  Non  omiisì  rimpìombatara  inferiore  del  grave,  perchè  la  cadula 
rìcsci^se  più  regolare,  ed  un  ago  traversante  pel  centro  di  gravità  fosse 
meglio  condotto  a  segnar  dritto  il  punto  della  percossa. 
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il  pezzo  mobile  per  180*.  Osservai  realmente  la  mia  previ- 
sione avverata,  che  cioè  i  punti  delle  percosse  non  coinci- 
derebbero. Eccone  le  aberrazioni. 


w 

Aberrazioni 

Piani  di 

Percosse 

ai  sad 

aberrazione 

1»...  *;6» 

0.00598 

V  OO'E. 

7  ...12 

0.00610 

. 

0  40  E. 

13  ...18 

0.00690 

00 

o 

1  00  0. 

• 

19  ...24 

0.00575 

■g 

1  30  E. 

UJ 

25  ...30 

000558 

o 

• 

0  30  E. 

e 

31  ...36 

0.00600 

0  30  0. 

O 

37  ...42 

0.00650 

Co 

•  pH 

0  40  0. 

O 

43  ...48 

0.00576 

1  40  E. 

c 

49  ...54 

0.00615 

1  OOE. 

s 

55  ...60 

0.00604 

1  20  0. 

Ciascuna  delle  aberrazioni  al  sud  è  la  media  di  tre  che 
si  ottengono  di  6  in  6  cadute.  Ciò  feci  per  abbreviare  il 
prospetto  e  per  dare  a'resultati  maggiore  uniformità  com- 
patibilmente con  quelle  anomalie  delle  quali  è  impossibile 
purgare  aflfalto  la  caduta  verticale.  É  inutile  avvertire  che 
di  esse  anomalie  sou  pur  conseguenza  i  piccoli  angoli  che 
il  piano  di  deviazione  fa  col   meridiano. 

Volendo  confrontare  il  resultato  medio  sperimentale  con 
quello  che  si  ottiene  dal  calcolo  di  2  (J  —  d)^  son  questi 
i  dati  numerici 
fc=44.ni',/'senl=0,01692  (for.  1),  ^=9,80522  ,  e=l".2 

raggio   del   cilindro 0,012, 

volume 0,000031667 

peso  di  un  pari  voi.  d'aria  ....  0,041151(') 


{^)  Despretz.  Fisica.  }  205. 
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■      (45») 
«oa  grarità   specifica 1299,5, 

A  ..    Ai      V  A  90-^0,041151     „«.„„„ 

detU  del    cilindro "?rfl?)0031667  ~ 

coef.  di  res.  «....  |g-^^^^^^^-^^^-^g^^^=.0,008082  (') 

fsenl  ridotto  per  la  ioflueoza  dell'aria 

90x0,01692  _ 

9à^:p4ri5i-^'^^^^^- 

Ciò  posto  le  forinole  (3)  e  (5)  danno 

2(J  --  rf)  =  0,006404, 

con  tenne  divario  dal  resultato  medio  sperimentale.  Mentre 
servendosi  della  formola  (6),  abbiamo 

2(*  ~  d)  =3=  0,03174, 

quasi  quintuplo  del  precedente. 

Ad  ogni  modo  l' aberrazione  calcolata  é  maggiore  della 
osservata  non  pure  nella  media  ma  anco  nelle  altre  in  ge- 
nere. Lo  che  rivela  una  causa  permanente  di  tale  divario. 
Essa  causa  é  manifestamente  riposta  nella  formola  (6)  ri- 
spetto al  2.^  resultato.  Oltreché  vuoisi  por  mente  alle  cir- 
costanze locali,  in  cui  le  prevalenti  e  non  lontane  giocaje 
deirAppennino  al  Nord  dovettero  certo  attenuare  1*  effetto 
della  forza  centrifuga  (^).  E  questo  fatto  può  solo  bastare 
al  piccolo  divario  tra  Fesperienza  ed  il  calcolo  della  for- 
mola (5). 

Del  resto  non  è  dubbio  che  la  forza  centrifuga  della  terra 
possa  praticamente  riconoscersi  con  appositi  gravi  cadenti 
da  mediocri  altezze.  Ed  ecco  un  nuovo  argomento  speri- 
la) VentHroli.  Idraulica.  N.""  394  e  4«4. 

(3)  L^esperìenze  furono  fatte  in  Castiglione  di  Garfagnaoa  àilaato 
pressoché  al  centro  dall'alta  valle  del  Serchio. 
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mentale  per  inferirne  la  rotazione  diorna  del  nostro  globo 
cosi  ragionando  aposieriorit  efTetli  cpstaliti  non  possono  scom« 
pagnarsi  da  cause  costanti.  Ti  debb 'esser  dunque  una  forza 
contìnua  che  dal  Nòrd  al  Sud  tende  ad  allontanare  i  torfi 
dall'asse  della  terra,  e  che  non  può  altramente  emanare  se 
non  dal  moto  diurno. 

NOTE 

(«)  Qtiesta  formoUy  combinata  coU'aitra 

(tt) tang.f  i=i (») , 

'   P 

risolve  il  problema  relativo  alla  posizione  del  centro  di  §nA^ 
vita  terrestre.  Intanto  può  stabilirsi  a  j^rtoW  ch'esso  centro 
giace  sulPasse  di  rotazione  al  Sud,  poiché,  se  fosse  altra^ 
medte,  il  moto  diurno  non  sarebbe  uniforme  né  l'emisfero 
australe  meno  compresso  del  boreale  (^).  Sia  dunque  in  G 
(fig.  1)  il  centro  cercato  si  tratta  di  determinare  Cf.  Con*- 
dotta  la  linea  CV^  avremo 

CrC'  =  i-u  for.  (1)- 

Il  perchè  nel  triangolo  rCC  son  noti  due  angbii  ed  un  lato 
onde  si  ottiene 

Giova  dare  a  questa  espressione  forma  diversa.  Al  qual  uopo 
»  oÉàern  ébé  l  it±  49^"  nèille  fermole  {x}  ed  (t) ,  Imilorta 
ftì'C-^90.*  fctólla  fértodà  (^).  Oltreché,  atvisàtìdoàlUpié- 
Golezza  degli  angoli  a  ed  t,  emerge 

(i)  Francoeur.  Géocle«.  N.^  178 
(a)  Idem*  N/"  301  e  304. 
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1 

E    detta  -   la  compressione  polare  nel  caso  deiromogeneità 
della  terra  (ciò  che  inchiade  cc  =  i)  emerge  ancora 


ce 

P      P 
espressione  più  semplice  ed  elegante. 

Per  ottener  poi  Tesatto  valore  numerico  di  CC,  la  com- 

1 

pressione   -^dee  riferirsi  alle  acque  tranquille.  Sarà  dun- 

1 
que  più  conveniente  assumere  --=090032787  desunta  per 

Burckhardt  dalle  ineguaglianze  lunari,  e  relativa  all'insieme 
di  tutta  la  terra.  Cosicché  può  ritenersi  con  molta  appa- 
renza di  vero  che  il  centro  di  gravità  di  essa  terra  disti 
al  sud  dalla  intersezione  degli  assi  per  9884"*  prossimamente 
E  qui  cade  in  acconcio  osservare  che,  posta  la  verità  di 
queste  considerazioni  ,  1.^  la  formola  (a)  eccede  o  difetta 
per  2^0^45^}  2.^  è  possibile  corregerla;  ciò  che  importe- 
rebbe assai  nella  geodesia  e  nelF Astronomia  (').  A  tale  ef- 

1 

to  si  riduca  —  alla  compressione  polare  nel  caso  diGG'=j>, 

e  si  aggiunga   a la    quantità  —  cosi  (for.  (j3))  ove  A 

P  p 

rappresenta  CG.  Resulta 

(>)  Per  esempio»  h  diitanxe  unittali  sotto  Pequatore,  ridotte  al 
centro  della  terra,  eccederebbero  di  tt'.l9".7«  perchè  la  formola  (a)  dà 
t  =?  0  e  la  corretta 

,  =  ^  JL 

0  seni" 


. cosi    /SeD2{         A  \ 

seni"  \     «  p  '> 
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cosi    /SeD2{         A 

7""^  7 

che  è  la  forinola  (a)  corretta. 

(b)  Ecco  un  nuovo  processo  sintetico  molto  più  semplice 
e  spedito  di  quelli  praticati  nella  geodesia  per  la  esatta  de- 
terminazione dì  p. 

Sia  CV  =  p  (fig.  1)  un  raggio  qualunque  del  globo  ter- 
raqueo.  Detto  R  quello  sotto  l'equatore  avremo 

Tutto  riducesi  adunque  alla  determinazione  di  ra.  A  questo 
intento  si  conduca  la. ordinata  op,  la  quale  insieme  con  Ca 
intercetta  un  arco  terrestre  rq  la  cui  piccolezza,  giunta  a 
quella  della  schiacciatura  polare,  consente 

(jS')  ras=saqsenL 

Or  si  ha  dalla  geometria  analitica 

ap:  qp::  P'C  :  PC: 
dalla  quale  si  ottiene 

aq  :  ap:  :  PP'  :  P'C  . 

E  conseguentemente 

PP' 

«?  =  «P  p^C 

Con  che  Teq.  (|3')  diviene 

ra  =  PP'sen^f . 

1 
Onde,  chiamando  k  la  quantità  -  PP'= 11317  (')ep'  il  rag- 

gio  terrestre  a  45.**  cioè  6365667  ,  le  formole  (a')  e 

-,       1  —  cos2l  ,    ,       .  .  ,  1       f      of 

sen  f  =  (trigon.)  somministrano  p  =  p'  -+-  kcoszl 

(>)  Francocur.  Gèodés.  N.»  300. 
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T-^ 


Soient 

(■) 


NOTB    SUR  UN'  THEORIÌigB  GENERAL 

PAR   RAPPORT    a'  L*ELININATIOIf. 

PAH.  H.  k.  CATLET. 


deux  equatìons  komogèiH^s  queiconques  enire  le»  variafcte& 
Xj  y,  et  representons  par  R  la  resultante  des  deux  fopiptioiis 
9,  </;,  de  maniisre  que  B  =  0  ser^  la  conditioq  ponr  que  les 
deux  equatipns  <//  =  0^  ^  =  0  puissent  avoir  Heu.  On  sait 
depuis  loD^  te9ìps  qu.e  les  valeurs  dés  yariables  x,  y,  que 
satisfaisent  à  la  fois  aux  deux  equatious  <p  =  0,  f  =  0  sont 
données  (*)  par  les  conditions  (equivalentes  à  une  seule  con* 
dition) 

*--  :  -77-  :  -7-  et.  =  ac^  :  maf'^y  :  -^-.r —  af'^y   et- 
da      db       de  *^  1.2 

dVi    dR     dR    ,  ,      n(n~iy      ^  ^   ^ 

—  :  TX  :  -r^t'  ==  ay-stwp— 'yi  -^^-7^ — '\a?«-y  et. 
dee    dfi       dy  1.3 

Ce  qui  suppose  cependant  que  les  coefllcie^t^  ùxi  ^c^  .  • 
^9  jS)  X,  .  •  sout  des  quADtités  absolument  arbitraires:  les 
condì tions  doni  il  s'  agit  peuv«n(  aussi  s'  ecrìre  sous  U 
forme 

dR     dH      dH  df    d^     df 

da  '  db      dt  da'  db     de 

(1)  LSiHina  Dotazione  adottata  daYt^f^Mustre  autore  dalta  presento 
nota  per  »jai(^ple^iare  le  fuQzioiiì  omo^nce  coiuiUVerebbe  neirìnpro* 
ciamenlo  deHe  due  parentesi  medie,  ma  qui.  per  mancanza  di  tipi  sì 
riproduce  |a  prima.  B.  T. 

(*),  Il  ?a  sans  dire  que  ce  n'es^,  que  la  valeu»  de  ^  :  y  fa- 
quelle  est  determinée ,  mais  dans  la  theorie  des  fonctions  bom<^ 
genes  les  ?aleurs  absolues,  nUmportent  rie^  e]^  on  peut  <U/e  qoe 
les  valeurs  w  ,  y  sont  determinées,  quand  x  ;  y  est  delerminée  :  on 
evite  par  aette  locution  des  lon^uers  très-enuuyantes. 
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dR     dìi     dR.  de    de  '  de 

rfflc    dj3     d/  da'  d^'  dy 

Or  M.  Schlafli  dans  son  excellent  memoire  (Ueber  die  Re- 
sultante eines  systemes  mehrerer  algebraischer  Gleichungen) 
Traus.  de  1*  Acad.  de  Vienne  tom.  lY  (1852)  a  generalise 
ce  theoreme  de  la  maniere,  qne  yoici.  En  considerant  un 
nombre  quelconque  d'eqaations  ^  ^=  0,  7=0,  x=  ^"-  entre 
le  mème  nombre  de  variables  j;  =  0,  y  =  0,  z  =  0-..  et  en 
supposant  que  a,  i,  e  etc.  soient  dcs  qaantìtcs  qui  entreni 
d'une  manière  quelconque  dans  la  fonction  9,  sans  entrer 
dans  les  autres  fonctions  ó,  ;(  etc.  (il  n'est  tiuUemeut  ne- 
cessaire, que  le  nombre  des  quantités  «r,  i,  e  .  •  *  soit  tei,  que 
la  fonctien  f  reste  absolument  arbitraire  ,  le  nombre  des 
quantités  a,  i,  e  etc.  pent  mème  se  reduire  à  2).  M^  SchlàOi 
fait  voir  que  Ton  a  dans  ce  cas 

^    da  ^  _df    df    df 

da'   db  '  de  da    dò  '  de 

Yoici  en  effet  le  raisoanement  fort  simple  dont  se  sert  M. 
SchlàQi  pour  etablir  la  proposition  dont  il  s'agit.  Les  equa- 
Itous  ^  =^0  9  =  0  X=0  etc. .  seront  satisfaites  par  des 
cerlaines  valeurs  de  x:  y:  %  etc.  en  supposant  seulment,  que 
les  quantités,  a,  ò,  e,  etc.  satisfaisenl  à  la  condition  R  7=  0. 
Donc  les  equalions  (/«=sO  9=0,  /  =  0  etc.  seront  encora 
satisfaites  en  donnant  des  variations  infiniment  petites 
quelconques  ft«,  i&,  $c  eie.  aux  quantités  a,  i,  e  etc.  en 
supposant  seulemeut  que  ces  variations  soient  telles  que 
Ton  ait 

%.«        d^  *,        rfR  %,       d^^  - 

an  =  -7-  oa-f-  —  o6~»-  -7-'Oc-H-elc.=0. 
da  db  de 

Or  les  equations  (|;  =  0  ,  X  =  0  etc.  qui  ne  contiennent 
pas  les  quantités  a,  i,  e  etc.  suffisent  seules  (e.  a.  d.  sans 
r  aide  de  V  equation  9  =  0)  à  delerminer  les  yaleurs  de 
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x:  y:  z  etc.  qui  satisfaisent  au  systéme  f=Of  4^=0,  x^==  ^ 
(On  suppose  toujours  l'equation  R  sa  0)  donc  les  nouvelles 
Taleurs  de  x:  y:  z  etc.  seront  les  mèmes  qu'anparayant  et 
l'on  doit  avoir 

da  dò  de 

Savoìr  cette  equation  aura  lieu  en  yertu  de  V  equation 
$R  =  0  qui  est  la  seule  condition,  à  la  quelle  on  a  assu* 
jeti  les  yariations  àa^  di,  àc  etc.  ce  qui  donne  evidemment 
les  conditìons 

(2R     dR     (2R  dm    do    d(p 

—  '.  ._  ;  —  et.  =  —  •  -  -  :  — ^  et. 
da  '    db  '  de       '         da     db  '  de 

X 

Cela  etant)  on  peut  encoré  generaliser  le  theoréme  de  Sf. 
Schlafli  :  ponr  cela  je  suppose,  que  les  quantites  a,  bj  e... 
entrent  d'une  maniere  quelconqne  dans  les  fonctions  (fy  </i,  -^y 
etc.  Les  equations  f^^sQ,  ^=^Qy  X^^^  ^^^*  impliqnent 
l'equation  R  =  0,  et  en  donnant  aux  quantites  a,  &,  e  etc, 
des  yariations  infiniment  petites  quelconqne  da,  di,  de  etc. 
qui  satisfaisent  à  la  condition  dR  c=  0  ,  les  equations 
f)=0,  (p^ssO,  X^=^  ^^^*  sci'^>^^  satisfaites  à  la  fois,  ce- 
pendant  par  des  nouyelles  yaleurs  des  yariables;  on  peut 
representer  par  do?  ,  dy  ,  dz  etc.  les  yariations  qu'il  faut 
attribuer  anx  yariables  x,  y,  z  etc.  Les,  equations  ^  s=r  0, 
^  =  0  X  «=»  0  etc.  seront  satisfaites  en  y  yariant  à  la  fois 
les  yaleurs  des  yariables  a?,  y,  z  etc.  et  des  quantites  a, 
ft,  e  etc.  les  yariations  de  o,  (^,  y^  etc.  doiyent  donc  s'eya* 
nouir:  je  reprcsente  de  la  manière  que  yoici  les  conditions 
àìnsi  obtennes,  sayoir 

dx  dy  dz 

d</;  -4-   -!^  dx  -H  -p-  dy  -♦-  —  d;j  ^  et.  =  0. 
dx  dy  dz 


(457) 


^        dx  dy  ^ 


-^òx-^  et.  =  0. 
dz 


etc. 

En  prenant,  L,  M,  N  etc.  des  fonctions  absolument  arbi- 

trairesy  et  en  prenant  aussi 

iu=  —  Lix  —  MJy  —  N}«  —  et. 
on  aura  Tequation  identìque 

iu  -*-  L9x  -t-  MJy  -^  NJz  -+-  et.  =  0 

et  en  eliminant  les  yariations  òx^  9y,  ix  etc.  on  obtient  ane 
equatiòn  0=0;  la  partie  de  D  qui  contient  le  terme  iu 
sera  evidemment 

9»      d<p        df        dp 
dx  ^     dy  '      dz 

dxp         dxp        ép 
dx  ^     dy  ^     dz 

^      ^      ìk 

dx  ^     dy  ^       dz 

et  le  determinant  facteur  de  cette  etpression  s'evanouit  en 
Yertu  des  equations  9  =  0»  (p  =  0  X^^^  ^^*  ^^^^  ^^  ^^ 
effet  un  theoréme  de  M.  Hesse',  le  quel  se  demon- 
tre  tout  de  suite  en  remarquant  que  Ton  a 


mf 


do  da>  do  ^ 

X  —^  -♦- 1/  —  — H  z      -♦"  et.  =  0 
dx  dy  dz 


etc. 


L*expres8Ìon  D  ne  contient  donc  pas  de  terme  avec  du, 
et    r  equatiòn    D  =  O9  peut  s'ecrire  comme  suit 


( 
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L, 

M, 

N, 

^f'  dx  \ 

df 

d<p 
dz* 

dy' 

d<li 
dx* 

dx. 

dy* 

dx 

Tx* 

=sO 


equation  de   la  forme 

Xìy -+- YJ(/; -.- ZSx -^- et  =  0. 

c*est  à  dire  une  eqaatioa  entre  les  seules  yariations  So,  $&,  ìic 
etc.  Or  il  ne  peut  pas  y  a?oir  entre  ces  variations  d'autre 
equation  que  dR  =  0,  on  doit  doac  avoir  identiquement. 

xjp  -^  \^  -»-  tnx  -^  «^- = *^^^ 

savoir  cette  equation  sera  satisfaite  par  les  valeurs  de  xx  y:  x 

etc.  qui  satisfaisentà  9  =  0,  ^=0,  X^=^  ^^^*  ^'^^  '^  '® 
theoréme  qu'  il  s*agissait  de  demontrer;  en  supposant  que 
les  quantités  a  ^  h  ^  e  etc.  n^  entrent  que  dans  la  Yonctioa 

<p^  on  a  d^  =  0,  $X  ==  0  ®^^-  ^'^^^  ^  ^^i*^  ^^?  '^  1^  ^^>  '^ 
quel  est  le  theoréme  de  M.  ScUafli.  Je  remarque  que  H. 
Schlaili  a  donne  aussi  un  theoréme  par  rapport  au  diseri* 
miaant  d'une  fonction  quelconque  9  ,  savoir  en  represen<- 
tant  par  y  ce  di&criiainaat,  et  en  supposant,  que  les  qvaatitea 
a,  by  e  etc.  entrent  d'une  manière  quelconque  dans  la  fon* 
ction  9,  les  yaleurs  de  x^  y  ....  qui  satisfaisenl  aux  equa- 
tions 


dx    ^'     rfy        ' 


^  =  0.et. 
dx 


(les  quelles  impliquent  l'equalion  y  =  0)  sont  données  par 
(2v  ^  d^     d\^  df    df    df 

da      db  '   de      *       da  '  db  '  de 

Gela  est  deja  la  forme  la  plus  generale  du  theoréme. 
London  2  Stone  Buildings  12  Dee.  1856. 
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L^OCCULTAZIONE    DI   GIOVE 

PIELLA    SERA   2   GEflNAlO   1857 

OSSERVATA   A   BIODEffA 


sacaft 


Come  appendke  alla  mia  Nota  intorno  a  varie  cose  astro* 
nomickey  inviatale  pocanzi,  non  le  sia  discara,  illustre  Sig. 
Redattore  degli  annali  di  scienze  natematiche  e  fisiche,  la 
conftunioazione  cbe  vongo  a  darle  del  bel  fenomeno  dell'oc- 
cttltamento  di  Giove  per  la  nostra  Luna,  avvenuto  ta  sera 
del  2  Gennaje,  qvasi  a  celeste  inaugurazione  dett'aano  cor- 
rentOy  e  che  ai  favore  di  bb  tempo  sereno  io  fui  lieto  di 
poter  bepissimo  e  eonj^utamoDle  osservare.  Tftla  fenomena 
ripetutosi  all'ÌBlervaUo  di  54  giorni  mi  ba  compensato  del* 
rincompletft  osservasiope  coneedutami  al  svo  primo*  avveni- 
mento la  notte.  dall'S  al  9  dett'ultimo  NovMaJtfe»  e  eàe  te 
recai  a  notizia  nel  mentovato  mio  scritto,  al  quale  pereiò 
e  di  convenienza  cbe  segua  il  presente.  Ed  ecco  tosto  i 
tempi  0  istanti,  cbe  io  raccolsi  con  ogni  fiducia  di  esattezza, 
delle  immersioni  osservate  dei  quattro  Satelliti,  e  dei  lembi 
precedente  e  segueute  di  Giove  dietro  la  Luna  nella  detta 
sera  2  Gennajo. 

Immersioni,  4".  Sat.  a  5^.25^.23^,8  di  tempo  med.  a  Modena 

3».  .  .  .  5.  35.  0,5 
1.*  lembo  di  Giove  5.  43.  25,  0 
2.  lembo 5.  44.  51.»  6 

l^  Satell.  5.  46.  14,  8 

2^  ,  .  .  5.  47.  45,  7 

AirimjQQArsione  di  ciascun  Satellite  io  notai  L'istante  della 
€U$parìz:Mm  totale  di  esso^  avveKeodo^  «be  io  Uk  vedeva  in- 
mijuei  «cemar  sepsibìlmente  dal  pieno  splendore  per  un  poco 
in^QP  di  (y,5«  Altri  osservatori  hiaajia  giudicato  cbe  questa. 
dimioiQzioAe  abbia  durato  due  o  tre  secondi;  ma  io  non 
seppi  stimarla  diversamente  da  quel  cbe  ho  detto.  Però  le 
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immersioni  medesime ,  e  tutte  rìascirono  assai  precise  ed 
istantanee,  il  cielo  essendo  nettissimo  da  nebbie,  la  Luna 
presso  il  meridiano  e  imminente  al  primo  sno  quarto,  e  il 
cannocchiale  di  Fraunhofer  da  me  adoperato  avendo  il  pregio 
di  una  insigne  chiarezza;  per  lo  che  gli  appulsi  o  contatti 
alla  parte  oscura,  benché  non  visibili,  della  Luna  non  mi 
lasciaron  alcun  dubbio  al  giudizio  delle  disparizioni  de'  Sa- 
telliti e  dei  lembi  del  pianeta. 

A  prepararmi  ed  accertarmi  del  luogo  preciso  dell'emer- 
sioni dal  lembo  illuminato  della  Luna  io  usai  la  precau- 
zione ,  altre  volte  da  me  indicata  ,  di  metter  poco  prima 
deir  occultazione  il  pianeta  sotto  il  filo  equatoriale  della 
macchina  paralattica  e  di  tenervelo,  riguardando  poscia  al 
punto  lunare  intersecato  dal  filo  stesso  in  prossimità  dell'emer- 
sione!. Cosi  avendo  l'occhio  ben  fisso  a  quel  punto  ne  rac- 
colsi e  determinai,  quanto  è  possibile  precisamente,  gl'istanti 
che  seguono: 

Emersioni     4.^  Satellite di  tempo  medio  a  Modena' 

O     .••....vi.  ^«/       . 

r  lembo  di  Giove  ...  6.  57.  SO^.S 

2"  lembo 6.  59..  10.  3 

1.'  Satell.  .  .  7.    0.  27. 

Atteso  il  vivo  splendore  del  lembo  lunare  all'emersione,  mi 
fu  impossìbile  distinguer  il  4.  Satellite,  se  non  uscito  a  molta 
distanza  da  esso  lembo ,  il  3.  Satellite  mi  fu  percettibile 
un  dieci  o  venti  secondi  dacché;  n'era  uscito,  il  1.  Satel- 
lite mi  riapparve  alla  distanza  o  dopo  sei  o  otto  secondi, 
e  il  2.  circa  a  quella  di  quattro  a  sei  secondi.  Però  le 
emersioni,  dei  due  lembi  di  Giove  mi  sembraron  giudicate 
sensibilmente  agl'istanti  veri  del  fenomeno,  avvegnacche  nel 
contatto  e  al  confronto  delle  immagini  luminose  quella  di 
Giove  mi  apparisse  tanto  sbiavita  e  scolorata  dalla  fulgen- 
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tissima  e  bianca  della  Luna,  che  la  prima  ne  aveva  somi- 
glianza di  ana  larva  oscura  e  superficiale ,  anzichò  di  un 
globo  illuminato  e  compatto.  Discostatosi  poi  alquanto  il 
pianeta  dalla  Luna,  e  vedendosi  entrambi  nel  campo  del  can- 
nocchiale ,  vi  splendeva  quello  di  un  giallo  d'  oro  pallido 
e  questa  di  un  bianco  d'argento  agli  orli  vivacissimo. 

Notai  da  ultimo  e  ad  occultazion  terminata  del  Sistema 
Gioviale  che  il  1,  Satellite  erasi  di  molto  avvicinato  al  di- 
sco del  pianeta;  ed  io  lo  distinsi  ancora  per  alcun  tempo 
in  immediato  contatto  col  medesimo  ;  tanta  è  la  nettezza 
delle  immagini  visive  nel  mio  cannocchiale  con  ingrandi- 
mento di  180.  Movendosi  il  detto  Satellite  da  Oriente  a 
Occidente,  esso  veniva  per  noi  alla  congiunzion  inferiore, 
e  sarà  stalo  poco  appresso  proiettato  dal  raggio  visuale  sopra 
il  disco  del  pianeta ,  se  pure  lentamente  non  radevane  il 
lembo  verso  il  polo  boreale. 

Chiudo  questa  breve  relazione  ricordando  che  una  stella 
di  prima  grandezza  ,  emergente  in  caso  d'occultazione  dal 
lembo  più  fortemente  chiaro  della  Luna  di  poco  ne  perde 
al  confronto  la  Tivacità  del  proprio  splendore,  tuttoché  la 
medesima  non  abbia  per  noi  alcun  diametro  sensibile.  Giove 
per  contrario  nelle  stesse  circostanze  impallidisce  e  scolora 
"  fin  quasi  a  disparircene  ,  benché  ad  aria  scura  e  serena  , 
isolato  ed  alto  nel  cielo  ci  appaja  poco  men  risplendente 
di  Tenere.  Ma  esso  ci  offre  un  disco  di  presso  ad  un  minuto 
primo  di  diametro;  e  tanta  poi  e  la  differente  '  intensità  della 
luce  diretta  e  siderea  e  della  luce  riflessa  e  planetaria  , 
comeché  quella  rbpetto  a  questa  inviataci  da  distanza  in- 
comparabilmente maggiore.  Da  ciò  si  desume  quanto  grande 
esser  deve  Tassorbimento  o  la  perdita  della  luce  del  nostro 
Sole  nel  suo  ripercuotersi  alla  superficie  dei  pianeti. 

« 
Modena,  CT  Febbrajo  1857 . 
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INTOItPrO   AL   TEonCHA   DI   BUDAPT. 

NOTA 

DI  ANGELO  GENOCCHl 

È  noto  che  Budan  pubblicando  nel  1807  il  suo  teorema 
lo  dimostrava  per  le  sole  equazioni  non  contenenti  radici  im- 
maginarie,  e  si  serviva  a  tal  uopo  della  regola  di  Cartesio 
intorno  ai  segni;  e  che  poi  ne  presentò  alllstituto  nel  1811 
una  dimostrazione  generale  approvata  sopra  la  relazione  di 
Lagrange  e  Legendre  ma  rimasta  Inedita  e  forse  perduta* 
In  questo  scritto  mi  propongo  di  far  vedere  che  principi! 
non  dissimili  da  quelli  da  coi  si  suole  dedurre  la  regola 
Cartesiana  valgono  a  dimostrare  generalmente  il  teorema  di 
Budan,  e  che  dagli  stessi  principii  si  trae  un  teorema  af' 
fine,  nel  quale  le  differenze  successive  sono  sostituite  alle 
derivate,  senza  dover  ammettere  le  limitazioni  introdotte  dal 
signor  Emilio  Mathieu  in  un  recente  articolo  degli  Annali 
del  Terquem  (1856  pag.  429),  limitazioni  che  toglierebbero 
al  teorema  gran  parte  della  sua  importanza. 

1.  Premetto  due  lemmi ,  che  sono  facili  ampliazioni  di 
quelli  usati  da  Gauss  e  da  Cauchj  nelle  loro  dimostrazioni 
della  regola  dei  segni,  e  che  in  egoal  modo  si  provano. 

Lemma  I.  Siano  m-^i  quantità 

e  se  ne  deducano  altre  m  «+«  2  quantità 

ponendo 

Ao  =  O^a^  j  Al  =  a^-+-  0,ai  ,  Aa  =» a,-4-  O^a^  ,  •  •  . 
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dove  9^9  Gì  ^  Gif  .  •  .  6^  sono  coefficienti  tuUi  dello  stesso 
segno.  Supposto  che  questi  coefficienti  siano  negativi,  il  no- 
merò delle  variaxioni  di  segno    presentate  dalla  serie   (2) 
deve  soperare  qoello  delle  variazioni  della  serie  (1). 

I  termini  della  serie  (l)  possono  essere  positivi  o  nega* 
tiviy  e  alcuni  di  essi  possono  anche  supporsi  nulli  ma  in- 
tendiamo che  non  sia  tale  V  ollimo  termine.  Quando  uno 
o  più  termini  sono  nulli ,  si  può  attribuir  loro  un  segno 
a  piacimento,  e  allora  il  numero  delle  variazioni  della  serie 
(1)  sarà  diverso  secondo  la  scelta  di  tali  segni  per  modo 
che  avrà  un  mauimo  e  un  minimo  che  il  Cauchy  nella  sua 
Ànalyse  alg^rique  ,  pag.  515  ,  insegna  a  determinare.  Il 
Lemma  si  applica  al  numero  eff'ettivo  delle  variazioni  che 
costituisce  il  minimo^  ma  resta  vero  anche  pel  massimoy  e 
cosi  il  nomerò  massimo  delle  variazioni  della  serie  (2)  ec- 
cederà sempre  il  numero  massimo  delle  variazioni  della  se^ 
rie  (1):  imperocché  ai  termini  nulli  della  prima  serie  si  pos- 
sono sostituire  altri  termini  positivi  o  negativi  in  guisa  che 
il  numero  delle  Tariazioni  sia  portato  al  suo  massimo  ^;  al- 
lora la  serie  (2)  avrà  più  di  v  variazioni,  e  benché  qual- 
che suo  termine  possa  annullarsi  quando  si  rimettono  i  ter- 
mini nulli  della  serie  (1),  pure  il  numero  delle  variazioni 
della  serie  (2)  potrà  crescere  ma  non  già  scemare  dovendo 
esser  recato  al  massimo,  e  rimarrà  quindi  superiore   a  v. 

Lemma  IL  All'incontro,  se  i  coefficiènti  9^j0^j...9n 
sono  tutti  positivi,  il  numero  massimo  delle  variazioni  della 
serie  (2)  non  eccederà  mai  il  numero  massimo  delle  varia- 
zioni della  serie  (1). 

Di  questi  due  lemmi  ciascuno  é  un  corollario  dell'altro: 
cosi  supposto  vero  il  primo  se  ne  deduce  agevolmente  il 
secondo.  Infatti  vediamo  che  al  numero  massimo  delle  va- 
riacioni  corrisponde  il  numero  minimo  delle  permanenze , 
onde  se  questi  numeri  siano  v  e  p  nella  serie  (1),  xf  t  pf 
nella  serie  (2)^  si  avrà  t)  -*^ j9  =s  m,  •'  -^^  ss  m  -f-  I.  Ora  se 
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cangisi  il  segno  a  tatti  i  termini  d'indice  impari  nella  se- 
rie (1) ,  e  a  tutti  quelli  d' indice  pari  nella  serie  (2) ,  il 
numero  minimo  delle  permanenze  diverrà  in  ciascuna  serie 
il  numero  minimo  delle  variazioni ,  e  però  si  otterranno 
due  nuove  serie  tali  che  ii  numero  minimo  delle  variazioni 
sarà  p  nella  prima^  p*  nella  seconda.  Ma  le  equazioni  (3)  si . 
posson  mettere  sotto  la  forma: 

—Ao=— Sotto»  A|=a^— e»(— a,),  —A2=— ai— e^a^,  ecc., 

e  supposti  positivi  609  619  --m  saranno  negativi  —  Q^j  —  &i,...: 
adunque  potremo  applicare  alle  due  nuove  serie  il  lemma 
I9  e  ne  risulterà  p'  >  p,  sicché  a  causa  deirequazione 
t)'-i-p'  =  m-4-l  =  t?-*-p-f-l  dovrà  essere  t?'  <  t?  -*-  l, 
ossia  v'  non  >v. 

2.  Consideriamo  una  funzione  intera  f(x)  del  grado  m, 
'e  le  sue  derivate  successive,  formando  la  serie 

f{x),  r(x),  r'(x), . . .  ^(t)    (4)  : 

il  numero  massimo  delle  variazioni  di  questa  serie  non  può 
crescere  quando  da  un  valore  x  della  variabile  si  passa  ad 
un  valore  poco  maggiore  qd-^i.  Perocché  si  può  supporre  € 
cosi  piccolo  che  la  differenza  p^x-^^  —  fi^x)  abbia  il  segno 
del  suo  primo  termine  if(x) ,  e  che  ogni  altra  differenza 
("(x  -4-  e)  —  f^{x)  abbia  pure  il  segno  del  suo  primo  ter- 
mine zf^'*'^(x)i  quindi  facendo 

f(x^z)=f\xy^Q,f(x)  ,  f''(x^t)=f''(x)'^On^if*^'(x) 

si  potranno  supporre  9i ,  9a  ,  •  .  •  9^  tutti  positivi;  inoltre 
essendo  {""{x)  costante  si  avrà  f"*{x  -+-€)  =  /^(ar),  e  se  ta- 
luna f'^\x)  delle  derivate  sia  nulla,  si  potrà  per  la  piccio- 
lezza  di  e  supporre  f(x  *-f-  s)  ==  f(x)i  sarà  dunque  applica- 
bile il  lemma  II,  e  perciò  il  numero  massimo  delle  varia- 
zioni della  serie  (4)  non  sarà  maggiore  pel  valore  j?  -h-  e  di 
quello  che  sia  pel  valore  a? ,  se  anche  nel  cambiare  x  in 
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•a^-^è  si  aggiunga  in  capo  della  serie  un  termine  Ao'=^Oj{x) 

con  do  positivo,  né  crescerà  perchè  manchi  questo  termine. 

Aumentando  x  per  gradi  piccolissimi  da  un  yalor  dato 
x  =  a  insino  ad  un  yalor  maggiore  qualsivoglia  j?  =  /S,  si 
vedrà  dunque  che  il  numero  massimo  deile  variazioni  della 
serie  (4)  non  cresce  da  un  grado  all'altro  contiguo  e  quindi 
non  cresce  da  a  a  j8. 

Similmente  per  mezzo  del  lemma  I  si  dimostrerebbe  che 
lo  stesso  numero  non  decresce  nel  passaggio  dal  valore  x=^ 
al  valor  minore  a?  =  «. 

3.  Sia  sempre  /S^a,  e  chiamata  g  una  quantità  com- 
presa tra  et  e  jS,  si  faccia  F(a;)  =  (a;  —  g)  f{x)j''  e  con  le  de- 
rivate successire  di  ¥{x)  ù  formi  la  serie 

F{^)  ,  r(x) ,  F"(xj ,  .  .  .  F-(a:) ,  F-+'(:f)  (5). 

In  ciascuna  delle  serie  (4)  e  (5)  il  numero  massimo  delle 
variazioni  che  corrispondono  ad  ^  =  a  eguaglerà  o  ecce- 
derà quello  delle  variazioni  che  corrispondono  ad  a?  =  j8: 
si  chiami  E  questo  eccesso  nullo  o  positivo  nella  serie  (4). 
L'edcesso  appartenente  alla  serie  (5)  non  sarà  minore  di 

E-H-1. 

Perocché  avremo 

r{x)^f(x)^(x^g)r(x) ,  r\x]=2r(xy^(x^g)r(x), .  . . 

F«(jc)  =  m/*'"-*(x)  -^{x  —  g)p"{x)j  ¥'^^{x)  ==  (m  -^-  l)/**(a:), 

e  il  coefficiente  x  —  g  sarà  negativo  per  x  =  a  ,  positivo 
per  x=i=]8  onde  fatto  x  —  jf  =  fi«  =  0,  =  29a  =  ••.  =  m0„, 
e  divisi  per  1,  1,  2,  .  .  •  ut,  m -«-  1  i  termini  della  se« 
rie  (5),  "é  chiaro  pel  lemma  I  che  il  numero  massimo  delle 
variazioni  della  stessa  serie  eccederà  per  x=:a  quello  della 
serie  (4))  e  pel  lemma  II,  che  non  Io  eccederà  pera:  =  j8: 
l'eccesso  appartenente  alla  serie  (5)  supererà  dunque  l'ec- 
cesso che  corrisponde  alla  serie  (4) ,  e  cosi  sarà  almeno 
E-f-1. 

AnnaH  di  StimxeMaL  e  Fit.T,  Vii  décembre  1856.  30 
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Se  introdncansi  altre  qaantità  g\  g"y  g"'^  •  •  •  >  eguali  o 
QO)  paritnente  comprese  tra  i  limiti  et  e  /S»  e  se  si  molti** 
plica  ¥{x)  per  gli  altri  binomii  x  —  §\  «  —  g"^  x  —  jr'",  ..• , 
Teccesso  E  andrà  crescendo  e  diverrà  almeno  £-4-2»  £-^,... 
e  in  generale  E  -*-  n  dopo  l'introdanone  di  n  nuovi  fat* 
tori  binomii. 

Sia  pertanto  f(x)  =  0  nn'eqnazione  che  non  abbia  radici 
tra  a  e  /3  :  dopo  Tinti^darìone  di  n  radici  comprese  tra 
questi  limiti  l'eccesso  E  sarà  accresciuto  almeno  di  n  unità, 
e  quindi  il  nuovo  eccesso  non  sarà  minore  di  n.  Si  con* 
eluda  che  per  ogni  equazione  f{x)  »=  0  il  numero  delle  ra- 
dici eguali  o  disuguali  comprese  tra  due  limiti  oc  e  /3  non 
supera  mai  l'aumento  che  riceve  il  nuittero  massimo  delle 
variazioni  della  serie  (4)  quando  x  passa  dal  limite  supe* 
riore  ^  all'inferiore  ce. 

Si  può  aggiungere  che  se  il  Aumero  ^ette  radici  è  mi^ 
nore  d'un  tale  aumento,  la  diffek*enfet  sarà  un  numero  pari. 
Ciò  si  proverà  facilmente  osservando  che  A^  ha  segno  op- 
posto ad  «^  nel  caso  del  temma  I  e  segno  eguale  net  caso 
del  lemma  II ,  e  che  quindi  la  differeuM  tra  il  numero 
delle  variazioni  della  serie  (1)  e  quello  della  serie  (2|  è 
impari  nel  primo  caso  è  nulla  o  pari  nel  secondo. 

Questo  é  il  teorema  di  Budan  che  Fourier  ha  dimostrato 
in  modo  diverso  nella  sua  Analyst  des  équations.  La  dimo- 
slrazione  precedente  sembra  più  semplice;  il  caso  dell'an- 
nullamento  di  qualche  derivata  non  abbisogna  di  apiega* 
yioni  peculiari,  poichò  si  tratta  del  numero  «laasimo  di  va*- 
rìazioni  e  sempre  si  sa  determinarlo. 

4.  Attribuita  ad  x  la  diSeteuza  ccntablìe  e  positiva  Aa?  =  A, 
passiamo  a  considerare  la  serie 

f(x) ,  àf{x  —  A) ,  AY(a?  -  2A) ,  .  .  .  &rf(ic  —  mh)        (6), 

Sarà 

àr(X^h):^f(x)^f(x^h), 
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e  quindi  prendeado  le  differenze  successive 

Af(x-h)^àf[x)—à'f{x—h),  à'f{x—2h)=A'f(x-h)  -A»/l(x-2A) 

S*f{x  —  3A)  =  à*f{x  —  2A)  —  à*f{x  —  3A),  «ce.  , 

iDoltre  essendo  à'^f(x)  costante  si  avrà 

£k'^l\x  —  mh)  —  A'"/'{a?  —  mA  -+-  A). 

Adnnqne  la  serie  (6)  equivale  alla  seguente     - 

f{x) ,  lif(x)  —  li^f{x  -  k) ,   A"/Ì(a:-*)— A«/Ì(x  -  2A) ,  .  .  . 

A^i/(a:  —  mA  -+-  2A)  —  A'«/'(a?— mA-+-A) ,  A'*/(d?— inA-*-A)  : 

se  /][j;)  ha  lo  stesso  segno  di  — ^f(x)y  questa  serie  pel  lemma  I 
conterrà  più  yariazioni  che  l'altra 

A/][rr) ,  A'/l(j?  —  k)  ,  AV(jb  —  2A)  ,  .  .  .  &rf{x  ^mh^h) , 

e  quindi  ne  conterrà  un  numero  almeno  eguale  nel  caso 
contrario.  Ora  aggiungendo  in  capo  airultima  serie  il  ter- 
mine f{x)  y  le  aggiungiamo  una  variazione  quando  f(x)  ha 
il  segno  di  —  A/*(a:)  e  nel  caso  contrario  dna  permanenza: 
dunque  in  ambedue  i  casi  la  serie  (6)  avrà  almeno  tante 
yariazioni  quante  la  seguente 

f{x) ,  lif(x)  ,  A'/(,r-A) ,  A'/l(j?-2A) ,  ...A-/l(j?-mA^A) ,  (6'). 
Ma 

A7(a?  —  A)  =  A'Ax)  —  AY(x  —  A), 

à^f{x  —  2A)  =  A^f(x  —  A)  -  A4/lx  —  2A)  ,  ecc., 

e  però  la  serie  (6')  contiene  tante  variazioni  quante  ne  pre- 
sentano insieme  Io  dae  :  f(x) ,  A^(x)  ,    e 

Af(^) ,  A'A^)  -  à^f(x  ^  A) , 

A*/l(x  —  A)  —  A^f(x  —  2A) ,  .  .  .  A'"/(a?  —  mA  H-  2A). 

La  seconda  di  queste  presenterà  pel  lemma  I  più  variaziom 
^    che  la  serie 
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AY(^) ,  ^^f(x  -  A) ,  A4/'{a:  —  2A) ,  • .  .  AV(^  -  mA  -4-  2A) , 

se  A  f(x)  avrà  lo  stesso  segno  di  —  A^/l[a?)  ,  ,e  almeno  al- 
trettante nel  caso  contrario;  d'altra  parte  l'ultima  serie  ac- 
cresciuta del  termine  àf(x)  anteposto  a  tutti  gli  altri  acqui- 
sterà una  yariazione  quando  A/l[x)  e  —  AY(^)  hanno  egual 
segno  e  nel  caso  contrario  una  permanenza;  dunque  in  tutti 
i  casi  la  serie  (6')  conterrà  almeno  tante  variazioni  quante 

le  due  serie  insieme  f(x) ,    i^f(x)  »  e 

» 

^f(x)  ,  A^f{x) ,  A^f(x  —  A)  ,  .  .  .  à'-fix  —  mA  -4-  2A) , 

ossia  quante  la  serie  unica 

f(x),  Af(x),  AY(j;),  AY(x-A),  .  .  .  A«/"(a?— mA-4-2A)       (6''). 

Da  questa  passeremo  similmente  all'altra 

f(x) ,  Af(x)  ,   AY(a:)  ,  A^f{x) ,  A^f(x^h) ,  .  .  . 

.  .  .  ÙL'"f(x  —  mA  -+-  3A)  (6"% 

e  proseguendo  di  mano  in  mano  riusciremo  infine  alla  serie 

f(x) ,    AAx)  ,    A'A^) ,    .  .  .  A«/l[rr)  {7)j 

onde  concluderemo  che  la  seria  (6)  per  qualsivoglia  valor 
individuato  dio?  contiene  almeno  tante  variazioni  quante  ne 
presenta  la  serie  (7). 

5.  Il  numero  massimo  delle  variazioni  della  serie  (7)  non 
può  crescere  nel  passaggio  dal  valore  x  al  valor  maggiore 
j;  -H-  A.  Poiché  si  ha 

f{x-^%)t=  f{co)  -+-  Af{x) ,  Af(x  -*-*)  =  àf{x)  -H-  A'/{x) ,   . 

à'f(x-*-h)^A'f(x)-^à*f{x) , .  .  .  A"-/][x-H-A)=A"-Y{a;>+-A"'Aaj), 

^•"f(x  -4-  A)  =  A-^ar)  , 

e  quindi  il  cambiamento  di  x  in  x-^k  produce  una  nuova  se- 
rie nella  quale  il  numero  massimo  delle  variazioni  pel  lemma 
Il  non  eccede  quello  della  serie  (7)  ancorché  a  quella  si 
aggiunga  per  primo  termine  f(x).  4 
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Adunque  il  numero  massimo  delle  variazioni  della  se- 
rie (7)  neppure  crescerà  nel  passaggio  da  a;  -h  A  ad  a:  -»-  2A, 
da  x-^Zh  ad  x-^k^  ecc.;  e  generalmente  non  crescerà  nel 
passaggio  dal  limite  x  =  a  al  lìmite  superiore  a?  =  /3  ,  se 
la  differenza  di  questi  due  limiti  sia  moUiplice  di  h. 

Nella  stessa  ipotesi  il  numero  massimo  delle  variazioni  che 
presenterà  la  serie  (7)  per  a?  =  /3  non  potrà  superare  quello 
dèlia  serie  (6)  per  x  =  Ui  poiché  questo  (pel  num.  preced.) 
non  sarà  inferiore  a  quello  della  serie  (7)  per  lo  stesso  va- 
lore X  =a. 

6.  Se  in  luogo  di  prendere  Ax=hy  supponiamo  àx  =s  —  h» 
fatto  u^^=f(x)j  la  nota  formola 

n{n  —  1)  ^  „  s 

A«tt^  =  W/,  —  nu«-i  --* — —  u„^2  —  ...  3=  f{af) 

ci  darà 

ora  nell'ipotesi  di  Ax  =  A,  fatto  u^  =  f{x  — nA),  si  avrebbe 
dalla  stessa  formola 

=tz  f(x  —  nh)i 

onde  si  vede  che  à"f(x  —  nh)  preso  nell'ipotesi  di  ZLr  =  A 
eguaglia  {  —  1)«  A^f^)  preso  nell'ipotesi  di  Aa?=  —  A,  e 

A"/ra?) 
quindi  ha  Io  stesso  segno  di — - — presopurecon  Aa?=a«-.A. 

Ne  risulta  che  la  serie  (6)  equivale  pei  segni  alla  seguente 
purché  in  questa  si  supponga  Aap  =  —  A.  D'altra  parte  é 
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flianife$lo   che  se  supponiamo  Ax  =s  A  »    ì  segai   della  se- 
rie ^8)  saranao  eguali  a  quelli  della  serie  (7). 

Poasiaflio  da  ciò  concfaiudere  che  il  numero  mastiaio  delle 
▼arianioai  della  serie  ^8)  noa  cresce  nei  passaggio  dalFipo- 
tesi  Sfata  a  y  Air  3=5  —  k  all'altra  ipotesi  x  ss  /3  ,  àas  zs:  k  y 
e  che  quindi  deve  nella  prima  ipotesi  presentare  un  eccesso 
nullo  o  ptaitivo  fi. 

Sia  g  una  quauCttà  compresa  tra  a  e  /3 ,  •  posto 
¥{x)  ss  (x  -^  9Ìf\x) ,  formiamo  la  serie     • 

„.  .     ^¥(x)    à'¥(x\  A-^)     A"+'F(ar) 

'^^^^'^aJ^'^a^'---  "a^^'-'S?^     *^'^ 

per  la  sostituzione  della  serie  (9)  alla  serie  (8)  l'eccesso  E 
diverrà  almeno  E  -+- 1. 
Infatti    avremo 

A'F(x)          àfix)  A7(j:) 

—  2  -^ 1-  (x  —  g  -¥'  2àx) 


Aop*  Aa?  Aa?' 


•  •  • 


A-"F(^)  A-'-'/Ix)      .  .    .  A-/(x) 

.   •  •  ■—: =  ^  — -::r-~  -^-(ar  —  g -^  max)  —^—  ., 

e  i  coeflScìenti  a: — j-h-Ao?  9  x — y-+-2Ax  ,  •  .  .  jp — j^-^hiiAjp 
saranno  tutti  negativi  nel  caso  di  x:=af  Ax= — &,  e  tutti 
positivi  in  quello  di  x  =  /3  1  Ax^=z  k  i  dunque  il  numero 
massimo  delle  variazioni  della  serie  (9)  dovrà  nel  primo  caso 
(Umm^  I)  eccedere  quello  dalla  serie  (8) ,  0  uqa  Io  ecce- 
derà nel  secondo  (lemma  II);  .dunque  il  corrispondente  ec- 
cesso sarà  maggiore  per  la  serie  (9)  che  per  la  serie  (8). 
8.  Quindi  se  nell'equazione  f{x)^asmft  s'introduce  una  ra- 
dice f  compresa  tra  «  e  jS  V  t€ew   che  corrisponde  alla 
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funzione  f{x)  diviene  almeno  E  -t-  1.  Introdotte  altre  ra- 
dici g\  g"f  .  .  .  comprese  tra  gli  stessi  limiti,  untale  ec-- 
cesso  sarà  di  mano  in  mano  eguale  o  superiore  ad  E  -«-  2^ 
E  -4-  3  ,  é  .  .  ,  per  modo  che  dopo  Tintroduzione  di  n  ra- 
dici non  sarà  minore  di  £  -+^  n,  e  conseguentemente  sarà 
almeno  n. 

Adunque  il  numero  delle  radici  che  un'equazione  f(a:)==^0 
possiede  tra  i  limiti  ce  e  j3,  se  ^  —  a  è  posìtiyo  e  molti-* 
plice  di  h  j  non*  é  mai  maggiore  dell*  aumento  che  riceve 
il  numero  massimo  delle  variazioni  della  serie  (8)  quando 
si  passa  Aa  X  =  p  j  dj?=:Aadd?  =  «,Ad?  =  —  h. 

Si  può  aggiungere  che  ogni  quai  volta  siffatto  aumento 
superi  il  numero  delle  radici  comprese  tra  a  e  ]3,  la  dif- 
ferenza sarà  un  numero  pari  ^  dappoiclié  Tultinio  termine 
della  serie  (9)  ,  ha  sempre  il  medesimo  segno  dell  ultimo 
della  serie  (8)  e  invece  il  primo  termine  delta  sfsrie  (9)  ba  il 
mediwapo  legno  del  primo  della  serie  (8)  nel  caso  di  x=ifi 
e  jyi  s#gw  coiatrario  nel  casio  di  j?  ?=  a. 

Ye^sl  £4^0  quelito  teorema  sia  per  le  iìSereni^  ciO  cl^e 
il  teorema  4i  Budan  è  per  le  derivate.  Il  sigpor  Mathieq 
é  o^Mfi^^  ^  coQfrofitar^  i»on  due  iD^a  quattro  serie  di  segni 
e  t  diminuir»  k  ìosino  a  che  la  priiD#  serie  si  accordi  coii 
la  seconda»  e  la  terza  con  la  quarta. 

Alla  serie  (8)  si  potrà  lostitu^re  la  serie  (6)  rispetto  al 
limite  a;  »a  a  ,  e  la  seri^  (7)  rÌ3petto  al  limita  a?  ;=s  j3  ,  e  ' 
allora  si  dovrà  far  sempre  dx  =:  A. 

9.  Supposta  Ug  una  funzione  intera  del  grado  m  e  u  il 
suo  valore  per  a?  =  0,  si  ha 

X  ^         xlx-^  h\   .. 
h  1.2A^ 

x{x  —  h){x  —  2h)  .  .  .  (x  —  wiA  -H-  A)    . 

1.2.3.  .  .  mh'^  ' 

nota  formola  d'interpolazione  ove  ^x  =  A:  cambiando  fi  in 
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fai  -*  A,  e  intendendo  che  le  differenze  successive  siano  de- 
terminate con  Ax  z=  —  hj  se  ne  deduce 


X     .  X{X  -4-  k) 


Ux  =  U  —  T    Atl  -H .rzm — •   A  U  —  .    .    . 


'  ~  "^       k"         1.2A' 


x(x  -4-  A)  .  .  .  (j?  -+-  fwA  —  A)  ^ 


1.2.  .  .  mÀ'" 

Fatto  quindi  per  compendio 

x{x  -+-  A)  .  .  .  {x  -^  nk  —  A) 
1.2  ..  .  nA« 


—  {^)n  y 


il  polinomio  f(x)  potrà  ordinarsi  pei  fatiariali  {x)n  e  pren- 
derà la  forma 

» 

•  A^  -H  A, (a?),  -*-  A^fxja  -4-  .  .  .  -^-  A„(a:)«. 

Il  coefficiente  ultimo  A^  sarà  lo  stesso  numero  cbe  ri- 
sulterebbe per  coefficiente  di  x*^  nel  medesimo  polinomio 
ordinato  secondo  le  potenze  a?"  ;  perciò  se  assegnasr  ad  x 
un  valore  numericamente  si  grande  che  f(x)  ordinato  per 
le  potenze  di  x  abbia  il  segno  stesso  del  suo  termine  più 
elevato^  si  potrà  eziandio  far  collimare  il  segno  di  f{x)  con 
quello  di  A,„(ar)„„  poiché  (x)^  è  positivo  come  x^  $e  x  è 
tale  9  e  ritiene  il  segno  stesso  di  x'^f  se  x  è  negativo  ma 
supera  in  yalor  assolato  (m — 1)A. 

Ora  preso  Ax  =  -—  A,  abbiamo 

à{x)n  =  —  (a?)/2-, ,  A'(a?)«^=  (x)„^^  ,  A^x)n  =  —  (x)n.^ ,  etc. 
e  quindi  generalmente 

_^=-^idipiu-^^=-. 

Preso  inyece  Ao?  =  A,  abbiamo 

A(x)«  =  (x  -f-  A)„-,  ,  A^(x)n  =  (a?  -+-  2A);,.2  ,  ecc. 
onde 


(  473  ) 

^'(x)„  __{x-^  nh)„.,         A"(a;)„        1 
A»'  h'  Aa;"    ~  A"  ' 

È  dqnque  chiaro  che  i  termini  della  serie  (8)  riesciranno 
ordinati  per  fattoriali,  che  saranno  tutti  della  forma  (x)n 
nel  caso  di  Ax  =  —  &  ,  e  che  nel  caso  di  Ao;  =  h  il 
fattoriale  più  elevato  sarà    {x)^  in  /'(j?W,    e  (or  -♦-  nA)^-, 

A'A^) 
in    — T —    '•  Intanto    si    potranno  determinare  due  limiti 

■ili*' 

X  =  Lj  X  =  —  L' ,  Tuno  positivo  e  l'altro  negativo  ,  per 
ciascun  de'  quali  ognuna  delle  funzioni  (8)  aKbia  il  segno 
del  termine  contenente  il  fattoriale  più  elevato  ,  suppo- 
nendo A j?  =  —  h  per  a?  =  —  L'  e  Aj?  =  A  per  x.=  L. 
Allora  la  serie  (8)  presenterà  per  x  =  L  sole  permanenze 
e  per  a;  =  —  L'  sole  variazioni,  il  cui  numero  quindi  sarà 
m  :  essa  dunque  perderà  m  variazioni  da  a;  «s  — V  ad 
j?  =  L,  quante  sono  tra  reali  ed  immaginarie  le;  radici  del- 
l'equazione f(x)  =  0. 
Per  X  =  0,  Ax  =  —  A,  si  annullano  il  ìattoriale  {x)n  e 

A"te);i 
le  sue  differenze  successive  sino  a—- —   che  è  costante  e 

Ax* 

positivo;  quitìdi  la  serie  (8)  si  riduce  alla  À„,  A,,  Aa,  ...  A^. 
Non  presentando  alcuna  variazione  la  medesima  serie  per 
x  =  L,  Ad?=  A,  si  concluderà  che  il  numero  delle  radici 
positive  dell'  equazione  f(x)  =  0  non  può  superare  quello 
delle  variazioni  che  presentano  i  coefficienti  del  suo  primo 
membro  ordinato  pe'  fattoriali  {x)n-  Regola  simile  a  quella 
di  Cartesio  che  può  dedursene  supponendo  A  =  0. 

L'espressione  di  Ux  mediante  i  fattoriali  {x)n  non  è  altro 
che  la  formola  (D)  del  signor  Mathieu  (N.A.  1856  pag,  412), 
già  data  dal  signor  Desboves  nello  stesso  giornale  (1854, 
pag.  65),  e  compresa  in  una  formola  più  generale  di  La- 
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place  da  lui  ricordala  (ivi,  p.  71),  La  forinola  t«„={il— Att^')-" 
di  cui  fa  uso  il  Malhieu  (1.  e.  p.  413)  è  la  medesima  che 
il  Gauchj  dimostrò  nei  Comptea  rendus ,  tom.  .XIX  ,  pag. 
1186  e  notò  col  numero  (11).  Del  resta  si  é  redaie  che 
occorre  soltanto  mutare  il  segno  di  h  nella  ordinaria  for- 
mola  d'interpolaiione.  Parimente  la  formola  simbolica 


*  


che  il  Signor  Desboves  crede  nuova  (1.  e.  p.  69),  si'ileilace 
iJaUa  Lagrangiaoa 


AY.(x)  =  [  i(l  M-  A)  ] 


eoi  solo  cambiare  A  in  — A,  supponendo  anche  Aa?=-^Jl. 

10.  6i  chiami  r  il  numero  delle  yariazipni  perdute  dalla 
eerie  (8)  nel  passaggio  da  d^^sac,  Aa;zs=  — A  ad  xssz^^  Ax  =  4^ 
e  sia  «  ^  L',  jS  <C  L.  Si  perderanno  m  —  r  variazioni  ne'dme 
passaggi  da  jp  ss  —  L',  Aof  =z  —  A  ad  or  s=  «,  àx^=s  —  kj 
e  da  x  =  ^^Ax  ^  k  ad  a;  =  L,  Ax  =  A,  e  non  se  ne  per- 
deranno meno  di  m  —  r  da  a:  =  —  L' ,  Ao?  «w^  A  ad 
x  =  oc  j  Ax  =  A,  edàxss/S»  Ax^s  —  Aada;  =  L, 
Ax  ss  A  ,  poiché  per  Ax  ss  —  A  le  variacioni  sono  tante 
(ilfneno  quante  per  Ax  =  A  ,  rimanendo  eguale  x.  Il  nu- 
mero  delle  radici  comprese  tra  —  V  ed  «,  e  tra  /3  ed  li  non 
eccederà  le  yarianoni  perdute  in  questi  intervalli  -,  onde 
ae  «  è  il  numero  di  queste  variazioni  perdute,  e  $  quello 
delle  rediei  comprese  Ira  a  e  /3,  si  avrà  v  non  Kim-^  r^ 
$  mea^  I>  r,  e  quando  ai  trovi  «  -h  t?  i<  m«  Teque^ne  pro- 
posta avrà  eertameote  m  —  Ì0-*^v)  radici  imw^gÙMri^ 9 
avendone  sole  s  reali  fra  i  Imiti  jk  e  ^  ,  e  1^1^  più  di  v 
reali  fuori  di  questi  limiii. 

Nel  caso  del  teorema  di  Budaui  si  ha  k=Oj  e  v^'^^m^r^ 
talchò  quando  »  i  <Cr  T  equazione  deve  contenere  r  —  f 
radici  immagiwrie  che  aggiuAte  aUe  $  reali  (^n»pÌ9no   il 
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numero  r  delle  radici  indicale  fra  i  limiti  a  e  jS  ,  e  che 
Fonrier  nomina  deficiiuti  relativamente  a  siffatti  limiti.  Pre«- 
senta  dunque  un  rantaggio  il  teorema  di  Budan  sopra  quello 
del  num.  8  poiché  in  esso  le  variazioni  perdute  accusano 
sempre  radici  o  reali  o  immaginarie. 

11.  Aggiungo  alcune  altre  conseguenze  del  teorema  di 
Budan.  Se  un  valore  27  =  9  che  non  sia  «  radice  delFequa- 
noiie  f{x)  "m  0  annulla  una  o  più  derivate  di  f{x) ,  e  sìa 
f^{x)  la  derivata  che  le  segue  immediatamente  e  che  non 
si  annulla;  preso  un  numero  €  in6ni(esimo  positivo,  si  avrà 
prossimamente 

quindi  tali  derivate  avranno  tutte  per  x  =  g -^b  il  mede- 
simo segno,  eguale  a  quello  di  f^ig) ,  ma  per  x  t=  g  —  £ 
avranno  segni  alterni  e  l'ultima  f^'^ix)  avrà  segno  contrario 
a  quello  di  /**(;);  d'altra  parte  le  funzióni  che  non  si  an- 
nullano per  X  SB  g  conserveranno  per  x=e  g  -^  t  il  segno 
che  hanno  per  a?  a=z  ^  —  s.  Adunque  per  contar  le  varia- 
zioni della  serie  (4)  nel  caso  di  x^sx  g  —  £si  fa  xob  g  e 
si  supplisce  ai  termini  nulli  con  segni  alterni  di  cui  l'ul- 
timo è  contrario  al  segno  del  termine  seguente,  e  nel  caso 
dì  X  sag^^  i  si  pone  questo  stesso  segno  in  luogo  di  cia- 
scun termine  nullo.  Ciè  si  chiama  da  Fourier  regola  del  dop- 
pio eegnOf  e  ridueesi  a  considerare  per  xmmg  -^  g  il  nu- 
mero mae$i$iu>  e  per  x:ss  g-ri^iiì  numero  minimo  delle  va^ 
riazioni  presentate  dalla  sene  nel  caso  di  x  sszg.  Sia  r  la 
deferenza  di  questi  due  numeri:  l'equazione  non  avrà  pia 
di  r  radici  reali  in  g  -^ e  e  g-*^  t  j  e  poiché  non  ne  ha 
Teruna,  eonterrà  invece  r  radici  immaginarie.  Così  l'annul- 
lamenlo  di  d«e  o  più  termini  della  serie  (4),  e  anche  d*uD 
solo  interposto  a  due  d'ugual  segno,  manifesta  la  presenza 
di  radici  immaginarie  :  per  converso  non  vi  ha  coppia  di 
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radici  immaginarie  a  cui  non  corrisponda  alcuna. di  tali  la- 
cune nella  serie,  poiché  se  qualche  variazione  si  perde  senza 
che  le  corrisponda  una  radice  reale,  deve  annullarsi  alcuna 
delle  derivate  ,  rimanendo  invarfabili  i  segni  se  ninna  di 
esse  si  annulla.  E  insieme  si  vede  che  alle  radici  immagi- 
narie della  proposta  corrispondono  sempre  radici  reali  d*una 
o  più  delle  sue  derivate 

Per  d?  c=:  0,  i  termini  della  serie  (4)  divengono  i  coeffi- 
cienti dell'equazione  f{x)  =  0,  e  quindi  fatto  ^  =:=  0  si  giunge 
a  parecchi  teoremi  noti  {Nouvi  Ann.  de  Math,^  tom.  Y,  pag. 
334-338). 

Se  jf  è  radice  di  f{x)  =  0,  ma  non  di  f(x)  =  0,  la  pro- 
posta avrà  questa  sola  radice  tray  —  t  e'  g  -t-  e  j  e  però 
vi  saranno  r  —  1  radici  immaginarie.  Se  infine  si  annul- 
lano anche  le  n  derivate  f{g)j  f'is)^  '  •  •  f'*{9h  ^^  saranno 
n  -H- 1  radici  eguali  a  ;  tra  ;  —  £  e  jf  -t-  e,  e  Inequazione 
avrà  r  —  n  —  1  radici  immaginarie. 

12.  Sia  r  il  numero  delle  variazioni  perdute  dalla  serie  (4) 
fra  i  limiti  a  e  j3,  e  r'  il  numero  di  quelle  che  perde  fra 
gli  stessi  limiti  la  medesima  serie  quando  si  toglie  il  primo 
termine  f(x):  la  differenza  tra  r  ed  r'  sarà  zero  o  1  ,  se- 
condo che  — -  e  Jjfj^  avranno  eguali  od  opposti  segni.  Ora 

se  r  equazione  f{x)  =  0  ha  5  radici  reali  tra  a  e  j3  che 
rendono  eguali  i  segni  di  /ìfx)  e  f\x)j  l'equazione  f(x)  =  0 
perderà  in  prossimità  di  ciascuna  di  esse  una  coppia  di  ra- 
dici reali ,  e  perciò  acquisterà  2$  radici  immaginarie  ;  di 
più,  tanto  l'una  quanto  l'altra  equazione  perderà  due  ra- 
dici reali  per  ogni  lacuna  simile  nel  resto  della  serie  e  acqui- 
sterà un  nnmero  corrispondente  di  radici  immaginarie  che 
dinoterò  con  2$.  Quindi  fra  i  limiti  o:  e  /3  ,  la  derivata 
f{x)  =  0  avrà  2s'  radici  deficienti j  r'  —  2«'  radici  reali;  eJa 
proposta  f(x)  =  0  avrà  2«  -+-  2«'  radici  deficienti^  r — 2«  —  2«' 
radici  reali. 
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Preso  a  =  —  oo,  j3:i=oo,  si  ha  r  =  m,  t^  sss  m  —  1,.  e 
però  2^'  è  il  namero  totale  delle  radici  immaginarie  della 
derivata,  2«h-2«'  il  numero  totale  delle  radici  immaginarie 
della  proposta.  Questa  dunque  ha  tante  coppie  di  radici  im- 
maginarie quante  ne  ha  la  sua  derivata,  e  di  più  tante  altre 
qnante  sono  le  radici  reali  della  derivata  che  rendono  eguali 
i  segni  di  f{x)  e  f'{x):  teorema  dell'  Àbb.  Deguà. 

É  facile,  vedere  i  cambiamenti  da  farsi  nel  caso  in  cui 
qualche  radice  reale  della  f{x)  =  0  rende  nulla  f"{x)  o  f(x). 

13.  Supposta  g  una  quaatità  positiva,  e  fatto,  come  nel 
num.  3,  F(x)  =  (x'g)f{x)j  chiamiamo  v  il  numero  minimo 
o  effettivo  dalle  variazioni  che  presentano  i  coefficienti  4el 
polinomio  f(x)  :  quello  che  corrisponde  al  polimonio  F{x) 
eccederà  v  d'un  numero  impari  2k  -f-1.  Inoltre,  preso  un  nu- 
mero positivo  infinitesimo  e,  chiamiamo  r  il  numero  delle 
variazioni  perdute  dalla  serie  (5)  nel  passaggio  da  x  =  —  s 
ad  27  = -HE,  e  r'  il  numero  di  quelle  eh'  essa  perde  da 
X  =  —  00  ada?  =  —  £:daa?  =  -t-£ada;  =  oola  mede- 
sima serie  perderà  t?  -+-  2i  -+-1  variazioni  poiché  per  a?  =  -»-  6 
si  ottiene  il  numero  minimo  delle  variazioni  corrispondenti 
ad  d?  «9  0,  cioè  t;  -f-  2A  H-  1,  e  per  x=  co  risultano  sole 
perm^ienze.  Sarà  quindi  t?-4-2A;-4-l-t-r-f-r'  =  m-+-l, 
onde  m  —  r'  —  v  =  r  -+-  2*.  Ma  l'equazione  f(x)  =  0,  se  non 
ha  radici  nulle,  non  avrà  alcuna  radice  tra  —  £  e  -+-  s;  di  più 
essa  non  ne  avrà  più  di  v  tra  -+-  £  e  -4-  oo ,  e  finalmente, 
tra^ — 00  e  —  £  non  ne  avrà  più  dell'equazione  F(2;)=:0 
la  quale  non  può  averne  più  di  r':  laonde  l'equazione  f{x)  =0 
avrà  almeno  m  —  r'  —  v  radici  immaginarie.  Adunque  il 
numero  delle  sue  radici  immaginarie  è  almeno  r  -f-  2k. 

Si  noti  che  r  è  la  differenza  tra  il  numero  mtissimo  e  il 
minimo  delle  variazioni  presentate  dal  polinomio  F{x). 

Questo  teorema  è  più  completo  di  quello  che  si  trova  nel 
tom.  y  degli  Annali  del  Terquem,  pag.  116  (Y.  anche,  ivi 
pag.  242,  e  pag.  339  nota). 
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